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ИНЕЕГРИРОВАНТЕ 


ДИЗФЕРЕНЦТАЛЬНЫХЬ УРАВНЕНИЙ 
Часть 1, 


Введен \е, 


Опредфлен1е производной 0тЪ данной функц и составляеть пря- 
мую задачу иочислен1я безконечно-налыхь велизинь , 06щ1й вопросх 
обратной задачи исзислен1я безконечно-налыхь состоитъ въ ток, 
чтобы опредфанть одну или изсколько фузки\И, одного вли нёсколь- 
ких перемённыхь, изъ даннихь соотношен{й менду независиными пе- 
феыбиными фузкияни и ихъ производннии. Пусть ихзехь рядъ неза- 
Висиннхь перзифнныхь: 

Ха, Ха) Хорн Хи 
И рядъ функцёй этихь перен®нныхь 
У: , Уз; Уз. Ул». Ув 


Тогда соотиошен1я, о хоторыхъ идеть рёчь, имфютф видъ 


. 33 35: у» ЗУ, 
Р(Кь, Же еоЖа» Уз» Уз’ Ушь 55: › Эк Рак 


ЗУ, 9 ,... ЗВ) +0 


52°? 5х дк: ›*°` ЗВ 
‘9х 3к.9х. Эха 


в называются дифференцтальньини уравне- 
ит ами; порядокъ наивысшей прокзводной вазывается норяд- 


жоих уравнен1я. у Лист 1-м 
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- Боли в = 1, т.е. независимое переибнное одно, зо уравненгя назы- 
ваюктся обыквовенными, если же п> 1, то `- уравнев!я. 
МВ 65 ЧаСТНЫМи ПРОИЗВОДНЫМИ. 

Бы начнемь съ Торо, случая, когда иыфется одна функция, (и=1) 
и одно независимое перемёнвое (п = 1}; тогда фувицая у опредёля- 
ется однимь дифференитальнимь уравнен1емз: 


4у 92у 93у 
9х # 4х? # дха ?***** 


Е (хь 5, )=0; 


если в5 уравнен1е входят производныя до порядка р 


33: 4 4; 


ахаха ****° ахр 
то ураввен1е называется ур-1енъ р’- го норядка. 

Опредёленте ‘функы1Я изъ диф-ныхь ур-1й или интегрирован1е диффе- 
ренитальныхе ур+41й, можно понимать различно. Самая узкая поста- 
новка задачи слёдующая: выразить искомую функцию черезт. элемен- 
тарныя функи1н. Въ этох® сиыслф, в000е говоря, задача ковечно 
не ‘разрёзвииа, тахъ какъ даже для самаго простого дифф. ур-1я 


ду 


4х = #00 


низемъ 
у= Л Е(х)ах + С 
ну не всегда выражается въ элементаринхь функциях, хотя бы это 
вузло изсто для #(х). В 2-хь нахожден1е функцти, удоваетворяю- 
кей дифференцфальвому уравнев1ю, можно попимать въ ошзолф указа- 
ва пр1ема. которныъ по каядому значен1ю перен нваго находится 
‘звачене фувЕпн. 1ак1е пруены могутъ бють весьма развообравни, 
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ивпримёръ ‘задача вз этомз сынсл$ будётх разрёнена, ‘коль скоро бу- 
деть: найдено разложен{е функн1й-вЪ сходян1йся рядз, болфе или ие- 
ве простого тина. `Взявъ ‘извзстНое ‘число членовь, для каздаго 
значен:я неремфннаго в$ предёлахь сходныости рада получиму съ 
`аюбыиь приближентемь значен]е функи1и. 

Третье толкован:е опредёлен1я функц и изъ дифференитальнаюо 
уравнев:я состоять `в5-том$, что мн считаемъ задачу разрёневной, 
макъ только нам$ удастся привести ее къ другииъ болфе иростныъ 
Зелачаыь, а:именно къ вызислен] ю:интеграловь данныхь фузен1 и; али 
хвадратуранъ. Такимъ .образохмъ Бознихает ‘вопросъ о дифференц1алк: 


ныхъ уравнентяхь, приводимыхь къ хвадратурамъ. 


ОБЫКЕОВЕНЕНЯ ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНИЯ УРАБЕЕН1Я;, ОБЩЕЕ, ЧАСТНОЕ, 
ОСОВОЕ РЕШЕНТЕ Е ИЕТЕГРАЛЬ. ИСКЛЮЧЕНЗЕ ПОСТОНЕНЫХ. 


Уравнеч1е п-го порядка инфетт виде: 

, Вох, у, у, у", у"... :91)) = 0 (+) 

9 у' у"... - производныя разаичвыхь порядков. При ивуче- 
взи дифференцтальныхь уравненай. возцихаеть прежде всего вопросъ’ 

относительно функц! Е # входяЕей въ 1-6 честь Во всем дальнфа- 

Шенъ буденъ`счетать ее непрерывной и допускающей нроизводныя по 

аргументан$. Еслк мв поставилк задачек определенае у вт эленен- 

тарныхь: руикоуях®, то в%:этомъ слуза* на фуняц1ю № естественно 
придется  наловеть такое же ограничен:е, а кыенно: Р(х...) дОЛЖЕО 

выражаться: непренфнно въ элемеинтарнихь фунац1ях$, это послъднее 

. огравичен1е. можеть быть заифнено 60458 т*еныит предполовен1емъ, 


320 Ру...) функцёя -алребранчесхея отФх, у, 9", у",...& Сл®Аа- 


3 - 


вательно ножно предположить, ‘что Е(х,...) есть иёлый ращзональ- 
ний многочлен. Этого упрощен1я можно достиснуть дифференцирова- 
ями и исключенено. Похажемт это на простом® примфр®. Пусть да. 


но уравнене 
су" + ху! - 2у=0 


гд% у'- первая производная. Дифферени{ельное уравнен1е 1-го по- 
рядка дифференцируен$: 
ву’ у" + ху" + у’ 2" = 0 
Изъ двухъ уравнений исключеемь е7'; умвожая 1-ое уравнен1е па у" 
к вычитая первое изъ второго. получиые: 
х (1 -у) у" + 2уу" - у'.= 0 


Получим» уравнен1е алгебраическое, относительно всфхь аргумен- 
товъ, но уже не 1-го порядка, а высшаго - 2-го, Тедикъ образомь 
уничтожен1е травсцевдентностей прокзовло васчеть увеличен1я по- 
рядка дифференцфальнаго уравиен1я. обыкновевно ограпичиваются 
требованфень алгебраичности тольхо относительно у в его производ. 
ныхъ; варриыърь разоматривають уревзен1е хотя бы такого вида: 

. 


У! - с05.у' + 2еХ.у=0 


Ёри боле общей постановк® задачи огравичивактея предполовен1я- 
ми, упомянутыии въ саномЪ начал. 

Всякая фуниц:я у удовлетворяюжея дифференцлальноку уревнен! к, 
называется рфнен*емь дифференцальнаго уравнен1я. процессъ нахо- 
зден1я` у называется ивтегрированемь дифференцтальнаго уравнентя 
Визсто того, ч10бы исвать у =Е(х), мы можешь иснать соотцонене 
вида фе, У) =0, т.е. опредфлнть у, какъ неявную функ к т. 
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Тахого рода соотиотен!е называется ентегралоиъ дифферени!альнаго 
увавнен1я. Равенство 

у= #(х) 
тоже есть интеграл, но сана функы\я Р(х) = у есть рёшен1е диффе- 
реншальнаго. уревнен1я. Разсиотрихь простзйв!йЙ случей дидферен- 
цЗальнаго уравненя 

уг = (%) 
Янтегрирован!е этого уравненфя бводитоя иъ вахондев1в хвадрату- 
ри | 

у= Л е(®). ах + С 

Въ этомф слузав задача ивтегрирован1я есть задача неопредфленная 
волфдств1е присутств1я въ рёшен]и произвольнаго элемента - произ: 
вольной постоянной С. Давая С различныя значен1я 1, 2, 3,...-4,.. 
.../ 8...» будвиъ получать резлечныя рФшен1я у. Поэтому нохно 
озидать, что Е болфе общея задеча есть тоже задача неопредфлен- 
ная, к что рфшен1е ея тоже содеркетт произвольные элементы въ ви. 


д8 проязвольныхь постоячныхь. Бозььенъ теперь образное соотноше- 


51е содерканее проезвОЛЬНЯ гост. я С., Сы, .,.Сят 


фе, У, Са, Сь,...бв) = 0 (1) 
Дуфференцируекз послфдовательно г разъ по Хх н получаем, включея 


уравнен!е (1), систему: 


" (х, у, С, С.,...б:) = 0 


\. ‚51 9: ф 


эфк соотнопеня содержать х, у, у', у"... +) в постояниня ет 
которыкъ всего в. Всего уравненй (а + 1) Исключая отсюда ве% 
постоянныя величины б;, получинъ одно -соотнонен1е такого вида: 

Е, уу, у...) =0 ` (2) 
т.е. дифференитальное уравнен1е. воли изъ равенства (1) опредё- 
лимь у, какъ фунищю х.. т.е. 


у Е(к, Са, Сы, Сы, „би) (3) 


и вотавииь въ дифференциальное уравневе (2),, то получамь оне 
ВИДНО, Тождество: флфдовательно 
у= Е(х, С, бь,...Сба) 


есть рзнен1® дифференизальнаго ураввен1я. Оно содервять п произ- 
ВольныхЕ-постоявныхь которым можемъ давать любое значенае; рёне-` 


11е (3} вазнвается осиинъ рфшен1емъ дифференшальнаго ‘уравнен1а, 
а соотновен!е (1) общимь ентегралонъ, если востояниыыъ даем чаот- 
ныя значен1я, то получаеиъ частивя рзшен1я, Итакъ частными рфие 
н1ями наз. рёнентя, полузаеныя изъ общаго пря частномъ значенти 
постоянныхь. Частныиь интеграломъ называется иятеграль, получа- 
емый изъ общаго при частнонь значенаи произвольных постоянныхь, 
Ивтеграль вида 
$ (х,у)- =, 0, 
називается особныиз, если онъ не получается изъ общаго ни при ка- 
кихь частныхь значентяхь постоянвыхь; ‘аналогично ‘ранен! е у А 
у=ф <) 
назнвается особыыф, если не получится изъ обжаго ни при какихь 
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частныхь значен1яхь постоянных», 
ПРИИНЕР В 
у = хуг + у! ;, 

Дифференциальное уравнен1е 1-го порядка, ему ножно удовлетворить, 
ПолОЖиВЪ 

у = Сх + 62 
ГАЗ 6 - произвольное постоянное. Дфйствительно, у':= С; подстав- 
дяя,. получаехь 

Сх-+. 62 = 0х + 08 
Т.е. ‘тождество. Итакъ 

у = Сх + 62 
есть рёшен1е даннего дифференцтальнаго уравнентя. Оно есть общее, 
тахъ какъ содеряить одно (п =`1): производное постоянное. Можно бы- 
ло бы доказать, что оно действительно обиее, т.е. изъ него 
получаются вс% частныя оФшен1я. Ноложиемъ С = 0, тогда получаену 
частное рёвен1е у = 0. Положикъ С = т;получаемь у=х+1- тоже 


частное рёиен!е. Легхо вилфть, что уравнен1е донускаетъ еще одно 


р8нене 
х2 
уз 
Провёфинъ: 
х2 х2 х2 


из-ф т -- чт. 
толучается тонество. Ракииь обрагокъ найдено еще одно рзтен{е. 
Легко видёть, что это Новое рёшен!е ве получится изъ общаго, ни 
при каком частномъ значени постояннаго 5, такъ каш общее линей- 
° но. относительно х,а полученное - 2-ой степени; слфдсветельно то 


рёшене - особое. 


1 
= 
' 


ыы виДёлИ, ЧТО исключенемь в ПОСТОЯННЫХЬ #3 СоОТНОШен1н (1) 
ролузаемь дифференшальное уравнен1е п - го порядке. Самое исклю- 
чен1е ыозно вести такъ: возьмемь первыя в из уравнен!й систекн 


(4), т.е. систему (8); изъ вея опредёлимъ С, с», - 5" въ функ- 


ЦЕХ, у, у',...У(®) и вставимь въ послёднее уравнев!е систенн 
{4); тогда и приденъ къ уравнен1ю (2), можеть однако случиться, 
320 В0$ п постоянных С,, С,,....С» иоключатоя изъ меньшего числа 
уравнен1й, такъ что ихь нервознохно опредвлить изь системы (В). 
сли всё они исключаштся изъ системы (Е), то въ результат полу- 
зихь уравнен1е (в -1) - Ро порядка; если же они исклячаются изъ 
первыхь (п-- 1), (п- 2),....уравненай систеин (А), то соотвфаст- 
вевнс солучаенъ дибференальное уравнен1е (п - 8)-г0, (п - 3)-го 
ит. д. порядков. Бо вофжз этихь слузаяхь роворять, что п посто- 
яивыхь вв соотноменк (1) зависиын (или несуществениь); 
ой называются независяиный, если въ результат ИСКЕ. 
чез1я получаемнь дифференцальное уравнеше в - го порядка, т,е, 
если С,, С,,...Си опредфляются изъ систенны (Е). 

Фоотвфтотвепио съ эткмъ интеграль дифферевыальнаго уравненля 
п - го порядка называется общий, есле онъ содержеть п: 
езависиных $ произвольныхь исотоянныхь; другими сдова 
ви, соотеошен1е вкда (1) называется общииь кнтеграломь уравнения 
{2), если это послфднее получается исключененъ п поотоянныхь изъ 
сустемы (А). 

ПРИЫЗРИЫ. 

1) Разомотрииь не плоскости кривыя 2-го порядка, отнесевиня къ 

Декартовыиь координатакъ. Въ уравнен!е 


а::х? + 2а;»ху + ану? + 2241-Х + 283У + а, =0 4 
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% 
входить 5 независимыхь производныхь постоялныхь, которыя исклк- 
чим$ дифференнированАекъ. Для этого разрёшаемь уравчен1е относи- 


тельво у, получаемъ 
у=оах + 8 +И АХ? + 25х +0. 


28 в, В, А, В, С, составлеини изъ хозффишентовь даннаго ураёне- 
в1я - и слёдоветельно тоже произвольчия постоянныя. Дифференииру- 


ен, 
Ах. + В А 
у' УТ + +: У" = (дх2+Вх + С) - 
(дк + В)* о 
7 (Ах? + 2х +5) (Ах? + 28х + С) 


а 
Возведемь у" въ степень 5: 
.- 452+ Вх +С 
(у) "= (40 — 82) 


Продифференпировавь 3 разг ик получнив въ результат8 0; 


чу" = 


Выполняя выкладки, получаень дифферевельное уравнен1е 

40у" т? — 4бунут"у" + Эу"зуу = 0 (5) 
Это уравненле 5-20 порядка; обя18 кнтеграль его есть уравненйе (1} 
коническаго сфчен1я. Если бы изъ совокупности этехь кривых ин 
выд®лили только параболы, то для нихъ оказалось бы А =0, и тогда 


выфли бы 


9 (бу) 
ах? 
и слбдовательно дифферени1альное уравнен1е параболь кыфеть видъ; 
5у"'# — Зуну” = 0 (6) 


Дафференцаальное уравнен1е 4-го порядка. Всё ращензя, найденныя 
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для (6} дифференцаяьнаго уравнентя суть также и реженя (5). 
Е у = 0,0% (7) 
Имзем® здфсь 2 произвольныя поотоянныя. Дифферевийруенъ уравнен1е 
2 раза 
у’ = С,е*ба (8) 
у" = С, ех*С» . (9) 
Общ1й пр1емь ноключен1я состоить въ том чтобы опред®лить С, и С, 
изъ (7 и8) уравневй ‘и вставить ихъ въ уравнен1е (9) во здёсь 
это опредёден1е невозможно, и С,, С» исключаются изъ уравнений (7) 


в (8): дёля 7-ое ‘уравнен1е на 8-е почленно, получаем 


и =1 или у=у! {10} 


Получили дифференцальное уравнен1е 1-го порядка, а не 2-го, каиъ 
мн долины были ожидать. Отсюда заключаент, ЧТО ПОСТОЯННЫЯ С, иС.. 


въ ураввен!и (7) - зависиныя. Не трудно занфтить, что они ВХОДЯТ 


Въ ОДНОЙ комбинац!и: 


полагая 
иизецъ 


Слздовательно, мн имфеиъ только одно существенкое постояиное С, и 
общее рёшен!е уравнея1я (10) у = Сех. 

Разбережь болфе сложный принрь: 

3} у? = Ваху + Бх2 
ви - два Произвольныхь постоянныхь й, КакЪ`вИДВО, ОНИ не -вхо- 
АЯТЪ 8$ какой-нибудь одвой коубинац!и. Дифференцируень два раза 

уу' =, аху! + ву + Бх 
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уу" + у! = аху" + ву" +Ь 


Слфдовало бк изз первыхь двухь равенствь опредёлить а нь и вст: 
вить въ послЪднее, Во изъ первыхь двухъ ревенствь а нь иселюча- 
ютоя и получается уравнен1е свободное отф а и. Дйствительно, 
визень изъ перваго уравнен1я 

у (у - ах) =х (ву + 5х) 
изъ второго уравнен1я 

у' (у - ах) = ау + Бх 


Двлишь 1-ое ва второе, голучаемь 


Иолучнили дифференцтальное уравнен!е 1-го порядка. Исключенныхь 
постоянныхь 2. Слёдовательно,. этн ностоянныя зависимн. Данное 
уравнен1е можно представить еще въ видф: 

97 2 -Ь =0 

х2 
отовда: 
Уж: или 


> 
Иваче 


уе К,, РдВ к, чату ат +Ъ, К, аи а +ь 


у = Ках или ух Кох 
Дифференцируя по х, находии® 

уг = к: или у = К, 
Слёдовательно, въ томз ‘к `другомь предположен1и у = ху' - будет 
искомое ‹дифференитальное ‘уравнен!е, и ны видимт, что аи Ь прихо- 
АНТСЯ ИСЕЛЮЧАТЬ ТОЛЬКО В одво.. хоубинац{и К, или К». 
Воли вамъ дано дифферевнтальное уравнен!е: 

Р(х, у, У", у",...,у(®)). =. 0 
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н мы вашли общ1й интегралъ 
фи, 1,0, бы»... .бы) =.0, 
то мы виолнё опредёлинь постоянныя, если намъ данн для какого-нибудь 
опоедфленнаго чгсленнаго значен1я х = х, значен1я у и производ- 
ВЫХ до (п 1)-го порядка: 


у = ую У! = Уб,.... чу )=. утв) 


Въ самомь дёлё,. наряду св соотнонен1емъ фи, у,с.,..0,) =, 0 


разсиотрииь т котория получаются дифференцирован1еив по х: 


ф - 0,38. 29 - 


›5х 


т.е, систему (Е) и в$ этой систем$ замёнимь х черезъ х., а слё- 
довательно, пслозимь 


= У» у = у1....у@-й = у) 
получиыз и уравшея1й изъ которыхь найден С,, С,,...С», т.е. оп- 
редфлениыя числениыя значеш1я постоянныхь. Заифнивъ ихь въ об- 
дент интеграль, нЕ найденъ опредфляеный кнтерраль, Итакъ рфые- 
в1е дифференшельнесо уравнен1я опредзляется вачальными уолов1я- 
ми: 


пи каж: УЯ уо. Уна ,.. уе, у, в): 
Прин рф: 
У" = у 
Этому дифференитальному уравнен1ю удовлет воряеть 
у = Сей + СЯ 
Дайствительно, дифференцируя, инфенъ; 
у! = Снех - с,е-Х 
у" = С,ех + Сет 
те, у" = у Слёдовательно 
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У =. Слех + Сье-х 
есть общее рфшен1е, Пусть теперь при х =0 у=8 а у'=0. 
Это данныя назальныя услов1я; подставляя х = 0, у= 21 у! =0 


найдемъ 
8 = С, + С, 
ос, -с, 
отсюда 
С: ЕТИС, =1 


Наие частное решен! е будетъ 


у=ех+е*х 


. УРАВНЕЕТЯ 1-ГО ПОРЯДКА; РАЗДВЛЕНТЕ ВЕРЕМВННЫХЪ. 


Уравнен!е 1-го порядка содержитъ независимое перемнное, фун- 
Е1ю и первую ея производную и имфеть вид: 
Е (х, у, У) =0 {1) 
На основанйи оказаннаго равьше обж1й интеграль такого дифферен- 
ц1альнаго уравнен1я будетъ содержать только одно произвольное по- 
стоянное и имфеть вилдъ 
фо, у, С) =0 (2) 
Язь общаго интеграла вайдутся при опредфленнойъ значен1и посто- 


яннаго С всз частные ивтегралы. Ясно, что р2зъ дёло идетъ объ 


опредёленЕи общаго интеграла, ‘мн нифемъ право умножать и д®лить 
данное уравнен!е (1) на любук функц! и х и у, Такф какъ при `9т0м% 
могуть пр1обрётатьбя или теряться только р8шен1я не содержащуя` 
пронзвольной постоянной ‘и получаемыя приравинвав{ень нуль зине- 
упомянутой `фунииЁи хЕУ. 
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Если будемь толковать х, у, канъ Декартовы координаты, то ‘урав- 
ненте 

фо, у, 6) =0 
опредфлить наиз цфлое семейство кривыхь съ одвимъ произвольнимь 
параметром». Это сенейство‘кривыхь мы назовем интеграл 
вими кривыми, Производная у’ - есть %5 угла наклонен1я 
хз оси х касательной въ точк8 (х, у,), Позтому дифференц{альное 
уравнен1е представляеть намъ ‘соотномен1е между координатаии ‘точ- 
хи и 18-с0мъ угла наклонен!я касательной вЪ данной ‘т0чк к® осв 
х. Задача ивтегран1и сводится къ опредвлен!ю кривыху, для кото- 
рыхь во воёхъ точкахъ имфеть изсто это соотновен1е. Начнемь съ 
простёйшаго случая, когда дифференцальное уравнен1е алгебраиза- 
ское относительно у' и притомъ 1-ой степени, Въ такоиъ случаз 


его ‘мовно представить въ видз: 
Махно (3) 


ГД Ми М суть функц! и только хи у, это ‘уравненфезнохно предста- 


вить еще въ таконъ вид%; разрфиивъ его относительно ‘производной 


ду: 
Як 


3-е Е) - (3*) 


Подобвое разрфнен1е иожко произвести и для общаго уравненёя (1}, 
которое овфедвлиеть у’ какъ функв1ю х, у; но ва практикв это раз- 


рашенте вообще не выполнимо въ элементариыхь функц!ях$, даче ес 
ли лЪвая часть ‘уравненя (1) выраается въ элементарныхе фувкц1- 
я53. Увновая уравнен!е (3) на 4х, получинъ новый видь 

Му + Мах =0 (4) 
г Ми М по прежнему функц!к персизнныхь хи у. Уравненте,-въ ко- 
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торомъ каждый ‘члень ‘содержит только одно перемённое называется 
уравкен1енъ съ разд ленными пере - 
уз ням; тогда И - функцфя только х, а М функция ‘тольно у, 
и для ясности можно принять обозначена 

У=х; №=1; 
и получимь 

Хах + Зу=о {5) 


Интегрирован{е такого уравнен:я приводится къ квадратурамз. Ве- 
ремф интерраль от$ кахдаго члена, ‘и суину приравниваем$ С 


д Хах + й Зау =0 (6) 
о © 

гд8.С проязвольное постоянное, 2 ху, у, - как1я-уредыо постояв. 
‚значентя. боотнопен!е (5) есть обв1й интерграле. Двиетвительно, 
дифферевцируя его, исключаеыъ С и приденъ опять къ дифференц:- 


вальному уравнение (5). 


приикёрь 
+ 4 0 
У == Ут-у 


Дифференафальное уравнен1е съ раздёленными перенфенный. Двумя 
кзадратурами находниз: 


агсзфх + агсз1ту =. С 
„Мъ-уравнев1ю вида:(5) приводится и уравнен1е вида 
Х. 1.9 + Х,Я,ду =0 


гд% 
М. и К=Х,1, 


Производим раздёлен1е перенфнныхь ; раздёляя все ураввен1е на 


х, 1, Найдемъ 


Получаем уравнен1е съ раздёленныие перемфнныии. Выполняя квад- 
ратуры полузних оби1й инзеграль, 
Приз р: 
о зах + х2у2ду = 0 
Раздвляя уравнен1е на х? у, получаемь: 
_& 
е 2х + ау =0 
х у 
Переифиния раздфлены. Быполняемь интегрирован1е обоихф чденовь 
г+ У ау — 
ак ля = -е + щу=С 
® 
Разсиотрииь еще принфрф гдф оби!й интеграль получается въ двухъ 
форнахз: у 


2) #.я- 


9; 


перензнныя раздълены. Интегрируень 


х ах Уа 
= + =С 
1х "ЛУ 
вай 
1х + 11у=С (А) 


Продфлаейь пеинсго иначе. ?инолаеиь дифференщальное уравненце 
ва ху, получаем 

уах + хау = 0 
или 

& (ху) = 0 
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слвдовательно 
ху = 5' (в) 
Общ1е интегралы (4) и (В) озевидно тожественны иезду собою. 01- 
редёлихь С и С! условфемъ при х = 1, уе (25 - постоянвый пара- 
метрз}, Уравнен!я (4) и (В) прих = 1 дают 125 = С, в=0'. Итакъ, 
иуземь 
ях + 14у = 112 
ху=а 
Е следовательно 
18 СУ = Ш + у 
Такииь образомь иы доказали извфстное свойство логарифиа произве- 


ден1я. 


ОДНОРОДНЕЯ ЛИФФЕРЕНИТАЛЬНЫЯ УРАБНЕН1Я; УРАВНЕНТЯ, ПРИБОДИМЕЯ 
КЪ ОДВОРОДННИВ, 


Одвородныиь дифференц1ельныкь уравнен1еиъ называется уравне- 
ве вида 
ЗУ =РО) <) 
ГД Р есть фуцкнтя отновен1я перемфнных». Легко видёть что если 
ии - однородныя функы\и (одлого изнёреня) переыённьхь х и у, 
го: 
Ку + Мх=0 (2) 


будетъ одноредныиь дифференц1альньмь уравнен{1ем®. Дёйствительно, 
обозначинь черезь п взыфрен1е однородности функ Ни К, тогда. 


ЕХЬ иоЕво представить въ таком ведВ; 


= Е, (2); в жив, (-) (3) 


ди_ дист. 3-01. 


Внеся эти значения въ соотношен1е (2) к сокращая все на х”,полу- 


чаем 
СУ вх + 1, СРау = 0, 
откуда ау й г, К у , 
ах "С ь 


Отношен1е перекфеныхь У моно замвнить новыхъ перенфнниму: 


= и; отевда у’ =. вх; 


зогда а а а 
Е 
Ч тах Е, х цх = Ев) - и. 


до = 1) -и._ 4 _ 4х 
4х х Тоа хх 


Яерекфнныя раздьленв; вышолняя квадратуры, неходные оби1й интег- 


раль. 
За 9. 7 & 
(2) 1; Роль 18 * 46 


у 


Тавовъ оби1й нитегвель преобразовканнаго урзвнентя; внося вф дан- 
Я ПОЛУЧЕМЪ ОбЕ1И кнтерраль дав 


вое уравчен1е вифсто и его 3189 


него уравнен!я 


аа 
1 (0)-в у 
Сх=е = Фе) = ф-, (3) 


Слздовательно, общти казеграль киФЕТЪ ВЕДЪ 
Сх = фев 
Давая С сазлечныя значезфя, получикъ различныя частвыя кнтеграле, 
` Не трудно видфть, 910 сехейство интегрельныхь креВЫХЬ въ денномь 
случа (одыородностк} состоите взз подобпыхь ий подобно расголо- 


жечныхь кривых. Дъйотвительно, ухножая хи у на одно и то же ио- 
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стоянное, ны только изиненъ С въ общемъ интеграл. 
Принарь. 
(х* - у?)ах + ухду = 0 
обозпачая 
У - и имфень у=ха 


Дифференцируеи» 
Чу =.као + их. 


Ботавляя знечен1е 4у въ данное уравнен1е 
х? (1 - ц?)ах + х? о (хда + одх) = 0 
раздёляя ва х? и раскрывая - скобки: 
9х — ходи =. 0 з 


въ получезноиь уравнез1и перенфниня раздфляются: 


ептегрируень 


ЕЛИ 


д 


Тазовъ общуй интегрель преобразовазиаго уравнен1я. Подставляя 
значен1е и возвращаенся въ данному уравнешю ни находинмъ: 


хав № с 
Таковъ оба1Е ивтеграль даниего уравнев:я. 
Переходимь теперь къ НОБОМУ типу дифферемизельлыхь уравлен1й: 
Ой е 
т.е. первая производная есть фрики!я линейной дроби. Коэффиивн- 
на, 0, с, а! 6'с' - постоянния числе. Боли би ин предполовили 
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с =61 = 0, 
то пришли бы къ типу одвородныхь уравненА, : разсиотрвивойу выше; 


именно 


ах + Бу _ а+ь © 
атх + ВТУ 41+ 511) 
- 


эта дробь есть функи1я отношен1я у/х. слёдовательно и лёвая 
часть есть функция этого отношен{я, поэтому такое уравнен1е бу- 
деть однородно. 

Постаргенся теперь дачзый общ1й случай свести Еъ частнону 
случак предндунаго тина. Поступаемз тахииь образомъ: 


полагаень 


, 
з 

+ 
и 


У хХаЕ+Ь, 


РД БН Е-- постоявныя укх- функ: и пе бк обратно Е ‚п 
- фувкц:и х‚у, рнесекъ выфстох иу новыя перемфнныя и получим 


зовое ‘дифферезц!альное уравнен1е ‘въ. переуённыхь п и ЕЁ Ясно что 


ду.=41; 4х = а; Чу а} 
Беличинани № Е К воспользуехся такъ, яТобы черезъ чих приве- 


сти данное уравнен1е къ сднородному: 


ду - 91. р) а + м (а + ок + ) 
ах 9Е ат Би (ай Бис" )# 


постоянныя члевы въ числителё и знаиенател 
ав к +б@ Е а + БЕ +01 


ирирайняемъ Нулю, тогда получихь уравзенфе однородное, каке 
сказано выше; иибень | 


ав + ки =о , анк += 0 (5)! 
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Определяя изъ лвухЪ. уравнев1й Ъ и Кк-:, мк найдемь ихъ значения и 
встанниь 8$ ‘выражег1я у их через ли Е,. Проивтегрероварь 
волузенное посл замены уравнен1е ках$ однородное, ин наддемь. 
общ1й интеграль изифненнаго уравнен!я. Произведя обратифизаиьну, 
вайдемь общ{й интеграль даннаго уравнев1я. Однако такой иетодь 
ве всегда возиовень, такъ какъ не всегда шожно разршить. уравне- 
н1я.(5) отвосительво вк К. Можеть именно случится, что детер- 
. нинатъ системы, т.е. 


а! и 
2 в 
равенз 0, тогда вы ВЕК 16 ножеыъ найдти. Разсмотрим$ этоть 


&= 


слузай подробнфе. Боли 


216 — 26! = О, 


то отсрда 
21 Ъ'.. 
эь 
обозначивь это. отнонез1е черезь р, имфенмъ: 
=! = 29; Ь' = 5 


и подставенъ въ давное урабнен1е: 


Чу фах + Ву +с 
ах $ (ах + 5) +2” 


(ах + Бу) = х 


полагая теперь 


получимь такое соотновене 


ду „ах + Ъу+с 2+ 
Зх (ах + 5у)*с 7 ато, 


Правая часть полученнаго уравчен1я есть функц1я 104650 2, а 
сайо # есть фунвц:я хи у. Если въ давномъ уреввенфи вивото пе- 


ремзиныхьх и У 6удем$ разснатриветь перемфинын хи 2, то 
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к м иызенъ: 


345.1. в „2+ 
ах в ЛЬ о за) 


; 92 
Разрзиимь полученное ураввен{е относительно ах;низемь очевидно 


ГД 


те 
Ф (2) =а+51 (тс) 


Пере нныя разделяются: 


Е киземъ 
Г у х+С 
вставляя выбсто 2 его Значен:я, получаенз оби:й ивтеграль, Итавъ 
уравнен1е проивтегрировано Е въ случа 
а - 25 =0 
Однимъ изъ наиболфе застозсть$чающихся уревчен{й являются уравье- 
з1н тева: 
Мах + му-о 
ГД МЕМ суть лезейзые нчогозлечн 
М = ах + ву +С тах + у о!, 
т.е, (ах + Бу +е)ах + (ах + Бу +с')ау = 0 
Это уравнен1е ‘нвляется застиыяь случаев предыдущаго разсьот- 
озннаго тина. 
Прим ръ1) 
(2у+х -1) ах + (у- 2-1) ду=о 


- 22 - 


полагаеиь 


узи+к; 


[21+ Е+ (№ +ь- 1)}4Е 


ХЕ ду = 94; 4х = 4Е 


{п - 25 + (® -25-1)) 91 =0 


2к+и-1=0; к - 26 -1=0; к=# 
Дёлаень подстановку 
#- 4, п=Е. 1 
(20 +1) 4Е + (1-2) (49 + Еда) =0 


Или 
(12 +1) 4 +Е (и-2) ди =0 


Перензнаыя раздфляются 


Е 240 -0; ке $ (+1) — рагоша 


в=-$ 


с 


Бозврашаясь къ старыиф перемфиныиь и переходя отъ логарифмовь 


къ числань, иизеиъ: 


у-+ 
х= 


(х+34)2 + (у-2= С", аа 


примы рз 2. 


{2х + Зу + 2)ах + (4х + бу + Зау = 0 


Лолагая 
2х + Зу=а, 
вифемъ 
(п+ 2)ах + (2 + 3) 8 8-0 
41 2 _ (8+ 2). 2 
4х 22 +3 2+3 


(2= + 3)4в 
2 


= 4х 


22 + Зв =х+0С, 
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зли въ старыхь перем нныхь: 


4х + бу + З1а (2х + 3у) = х+ С, или х + 2у + 18 (2х + 3Зу)= 0 


ЛИНЕННЫЯ УРАЕНЕЕТЯ. 


Линейнниь уравнен1ень называется такое уравнен1е, изъ кото- 
раго первая производная внранается линейно черезъ у. Общий видъ 
эго 

ду 


Ч Ру +0, (1) 


г РИ суть как1я уРодно функции х, или 


Ро 


4у 
3х * Рау * Р» = 0, 


ГДР, Р.» Р», функц1и перемённаго х. динейныя уравнен1я раз- 
афляются на однородныя и неоднородныя. линейное уравнен1е назь- 
вается однороднымъ, когда Р, ик @=0,; однородння ливей- 
выя уравнензя кохзо разсхатривать какф честный случай уравненай 
неоднородныхь. 

Линейныя уревнен1я сохраняютъ свою форну 

а) при любомъ преобрезовани незавксимаго неремфинаго. дока- 
зательство . Возьиенъ вифсто_х новое перехфнное х’} золагая 

х=ф (х'), 


обратно 


т=у (>), ха (х!) ах!. 


х 
йослё подстановке получЕиЪ линейное уравнен1е; дфиствительно: 


Фу _ 9х _1 
`ах ^ Чкт ФГ) 


и слёдовательно, имёенмь 


3 
вх! 
г4$ Ро’ и @' функц!и переыфннато х*. 


2 Р'-у + 99' 


Ъ) при ливейномь преобразован1и функцёи у. 
Введемъ вызсто у новое перемфнное = , положивь . 
ый - ваф + ' 4. 

уго+Вв ях 


24$ а и как1я-угодно функн1и х. Посл надотановки инет: 
42 ‘ 1 =Р 
+ 2+ В" =Р (ап + В) +0 
8х 


- уравнензе. линейное. 


Разсмотрииь однородное линейное уравнен1е 


Раздёляя перемфнныя, ‘интегрируень,и кведретурой зайдемъ оба1А 


внтеграль: 
хх = Р.ах; 18у= / Р.ах + 140 


у= С.в7 Рах 


Таковъ общ1я интеграль одвороднаго линейиаго уравнев1я. 


Пренёръ: 
4 У. = 1 - 
ах} у = С.е. = Сх 


Предположим» теперь, что ив чашли для однороднаго уравнен1я част 
вое ренене 
уаз, (%) 


Легко видЗть, что общее рфиен1е имфетъ видз: 
У = СУ, 


Въ савоишь дёлз общее р8шен1е есть 
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хана <8) 


даенъ & ЕВкоторое частное значен1е а 
д=а, 
тогда получииь частвое рфаен1е 


1Рах 
ае (4) 


у. = 


Для (3) на (4) найдень 


или полагая 
А 
ЕС, уз Су, 
предложен1е доказано. Кожно этотъ результать доказать иначе. 
имзенъ уравнен1е 


ЗУ = 
мк РУ 


пусть у, - частное равен!е; тогда 
Ч = Ру, 
Узноквая 1-0е равенство не у, & второе’ на у и вычитая одно изъ 
другого, зайденъ; 
У: 33. _ у ЗУ 20 
Дёля на уз кифень 
а 92 =0 
волк производная равна 9, то сеха дробь равна постоячному числу 
слёдовательно 
у = у.5 
Переходикь теперь къ неоднороднныь линейныыъ уравнен1ямъ. 
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йеоднородныя линейныя уравнен1я имфютъ виде: 
4 = Рр+8 

248 020. На ряду съ неоднороднииь уравненйемь разсмотрии$ и 
однородное получающееся, если сдблаенъ @ = 0. 0бщ1й интерраль 
однороднаго уравнен1я 

- у= с.е/Р8х 
Посшотримъ, нельзя ли для общаго рёшен1я неоднороднаго уравнен1я 
сохранить такое же выражен1е но виду, какъ и для однороднаго 
уравнен1я. Этого мы достигнехь методомъ варац1й или изменен1я 
востояннаго. Методь состоит въ томз, что С считаемь функи1еи х 


и опредёляемь его такъ, чтобн у удовлетворяло неоднородноху ура- 


внен1ю: 
4-40. ПМ ‚ со, ра ро + 0; 
х 
получаемъ 
46 _ с „-ГРах 
3х = @.-е 


Изъ этого услов1я опредфлииь С при помощи квадратуры 
С=Г о. 79% ах +. 1 


Вайдениое зваченле С вставкиь в$ формулу для у и получаенъ 


у = а/Рах [г ве /РХ дк с] = 


- се/ГРах + г/Р4х ; веГРах ах (5), 


гдё с произвольная постоязвая. Давая частныя значен1я с найден 
частныя ознен1я неоднвороднаго линейнаго уравнен1я. Методф вар1а- 
ц1и въ сушности приводится =ъ преобразован1е зависимаго перекфн- 


ваго: мы вводимЪ вовое перемфнное =, полагая 


2. 
у= зе/Рах ; 
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внося въ данное неоднородное уравненфе получаемъ преобразоваи- 
вов уравнев1е 
42 
ах = @=- 1 вах , 
общее рфнен1е котораго есть 
г = Гао 7ЕХ ак ус, 


в слёдовательно форнула (5) ‘даеть общее рёнен1е первовачальнаго 
уравнешя. Въ предндущемь изложени я было только обозначено 


черезъ с. 
Уы приили $ слздующену. виду общаго рёшен1я дифферени{аль- 


ваго линейнаго уравнен!я 


у= С9(*) + у(к) (6) 
РАЗ С произвольное постоянное кожно доказать обратно, что 
выражен!е ^ (6) есть общее рёшен!е  линейнаго дифферен- 


птальнаго уравнен1я. Бъ санокь дёлё, дифференцируя равенство (5) 
3 Со'(х) + а) 
и исключая С изз ‘двухъ полученныхь равенствъ ‘имфенъ 
$ (=) У) = би" - 9 


Полученное уравненфе есть линейное дифференц{альное уравненае. 
Предположинь теперь, чФо ин напли два частныхь рёшен!я линейна- 
го уравнен1я у, 1 у»,-  докажемь, что зная ихъ иожень найти об- 
щее р®пен1е безъ всякихъ интерграцай. 
Вводриз новую ФунЕц1ю 2, полагая 
уу +8; 


вставляя въ уравнен!е (1), получаем: 
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уравнез1е однородное.для этого одчороднаго уравнен:я. мы знаемь 
частное рфшен1е 
2, = У» - У, 
которое ПОЛУЗВТея, если. положимь 
У = У 


Общее рёнен1е однороднаго уравнев{я будеть по предндунену 


8=С (у, - у,) 


слёдовательно 
уту, + С (у» - у) 


Таково общее рфнев1е неоднороднаго дифференцтальнаго уравнен{я, 
когда даны два застныхь рфшенгя. преобразуя это равенство, ныё- 
емв еще: 


У-У _) 
уу {7 


При произвольном» значен1и постоявиаго С равенство (7) есть 0б- 
ц1й ивтеграль. Если ны у захёникъ какинъ-нибудь частнымь рфне- 
в1еы$ у„, то С привинаеть опоедзленное значен1ен ыы ‘имфемъ соот- 
вонен1е 


а-я 
У2 - 94 


= сопз+, (8) 
мезду тремя ‘любнии рёненйяни линейнаго уравнен1Я. Войи наиз из- 
вЗетно только однс частное ифшен1е у, уравнен1я (1), то полагая 
уу +, 
получим? ‘для = однородное  уравнене 
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которое интегрируется одной квадратурой, и слёдовательво общее 
рёшен!е даннаго уравнен1я (1) найдется одной квадратурой. 
Прик%ръ. 
У. 
9х -х * Хх 


Интегряруя одвородное уравнен1е 


имземь 
у = Сх (ем, вне) 


Считая С функцтей х в вставляя въ данное уравнен1е иуфенъ 


ЩЕ ще бек+е 


и слвдовательно 


полагая с = Оис=1, имфемъ два частных ращен1я 


у: = х2, у, = хе я, 


воли бы вы ихь знали, то оба18 китеграль нашли бы неносредствен- 
зо по (7): 


с 


УРАВНЕНТЕ ВЕРНУЛЯИ. 


Разсмотрииь дифференизальное уравнен1е 


ду 
ет + 


гдь Ри фузки1и х, Уравнез1я такого ткпа посять зазване 
уравнен1и Вернулли к легкз приводятся къ линейныкъ уравнен1яиз. 


-°- 


Докажент это. Для этого унвохниз все уравнен1е нау 5'): 
? 


у” ЗУ = руна-в +0 


НОЛОЖЕМЬ 


& заыфчая, что 
45 9. 
9х = Са+ Пу", 


представииъ данное уравзен1е в видё: 


Раза = 42.1 


9х (—+ 1) 


Для перекфчнаго.2 выфень очевидно линейное уравнеше 


ВрихЪре 


ЗУ ы 2,2 
4-х + ху; 


это уравнен1е Бернуллк. п = 8, Ноларавхъ 


у = 
АФЛЕЫЪ 32 у?: 
32 1 
Я 252% 
уравнен1е ленейно. Иштесрируя односодвое уравнене 
985 2 
Ч -х› 
заходныь 
& 5 
ре" = 


Вставляя значене в въ презнее ур-:3 в» предноложеши, что 0-рув» 


ця х получаем: 1.35. 


и, вю 
олфдовательно 
- * 
с=-: +с 
ое ты 1 
к 
. 4 х 


УРАВНЕНТЕ ВТССАТТ. 
Влижайнимь (за линейным) по сложности типокъ уравненай яв- 
ляются уравнензя вида: 


ЗУ = ру ++ <) 
гдё Р, 0. В, фучкц!и х. уравнензя тахого вида пазываются урав- 
вентямии @1еса41, Докажень, что уравнен1я В16са51, какъи линейныя 
сохраняют$ свой видъ при в®которихъ преобразован1яхь: 

1) любое преобразован!е аргумента. 


Взызнимь везависииое пбрембнное, полагая 


х =$ (=) 
Хифференцируень: 
Чу 4. 4.4. 1 
Як 9х? ах Зх' ©" (х7 
отевда: 


а; ау 
Ру + був е чин ы $ ще = РУЁФ' (и!) + бур" (к!) + 


+В эх!) 
Это уравнев1е опять амъеть видъ уравнез1я Я1ссаё1. 
2) дробно-ленейзое преобрезован!е пеоеифниаго у. Полонииь у 


равнымь дробнову выражен1ю 


дз +@ 


12:5 (2), 
гда, 8, у $ какля угодно функции х. Отсюда вразится обратно 
и 2 черезъ у линейно: 


_ 5+8 
уу -@ 


Дифферевцеруя, кнвеыъ 


Зу _ (8+ 5) («ан 118+ 81) (ид + А ут + 81) 


“х (уз + 5)2 


> {уз +. 5)2 ы 
РАВ а,, а., а, составлены 3% в, 8, У, 5, а', 81, у’, 5! 
Прираввивая это выраяен1е правой части даннаго уравненя В1есаь, 


полузинъ,‹ по умножении на (уз* 5)? очевидно, соотнонен1е вида: 


82 „роз 

ах = РЁ + 92+ 8, 
гд8 Р, 9, К - функции х-а, Получили для 2 опять уравнен1е типа 
В1ссаф1. Можно было бы комбинировать сразу оба преобразован1я, и 
ыы получили бы опять уравнен1е вида В1ссаф1. Зайнемся теперь воз- 


можными упрошен1яни уравнен1я. 1ссаф1. 


1) коэффишентъ Р можно сдфлать какой-угодно функией, въ частно- 
сти равныиз какому-нибудь постоянному, между прочниъ ревникт. + 2, 
Докаженз это. Положимъ, что 

у= 2. (х). 
Эта замфна является частным случаенъ преобразован1я (2), Ротавим 


вырахен1е у въ данное уравнен1е: 


вк) 18 + ы1 (ка = Р.2(х) 2? + Чи(х) 2 + В 
х 


а. а" 
ах ‚ Р.в (к)? + (9 -1—)8 + В.М 


хоэффинтенть при Р можно сдфлать теперь какииъ угодно волёаств1е 


ПООИЗвОЛЬНОСТИ функц и [г] (=).. МОЖНО ВЪ ЧАСТНОСТИ ПОЛОЖИТЬ 
+1 
ш (х).Р= #1, Т.е. и(х) == 


Выбирая и(х) такимз, ин въ новозъ уравнен!и получень коэффиненть 


пр: =? равнымь + 1 


2) Ее ибняя коэффицзента Р, можно @ сдёлать равнымъ 0. Положныъ 
учачи (1) 
и вставляеиъ въ данное уравнен{в: 
—., в! (х) =. Ра? +. (2Ры +. 0)2 + Ри? + бы +8; 
вычтеиз изх обфихь частей по и'(х) 
42 - Ра? + (2Р.ш(х): + 9): + Р.ы?(х). +. бы(х). +В — в' (к). 


Получаеиъ уравнен1е 8{сс2ф1. Коэффиценть при 2 одёфлаемъ равным 


нулю, полагая 
2Ры (х) +9 =0. 

Озскла 

ы(х): = - = . 
Слздовательно, полагая у равиниъ 

уз + их) = а, 
кв достигненъ того,что 8$ поеобразованноиь уравнени © будет ну- 
денъ. Бъ этомъ преобразован1и мн не измфняли величины Р. Слёдова: 
тельно, производя олноврененнс -"” позобразован1я, кь уравненте :пвя 
ведемь къ такому виду: 

Ч =" +2 пи ЗУ у =х, 

г48 Х - функц я Хх. 
для вофхъ преднествующихь типовъ уравнепай, ин находили общ1й ин- 
теграль квадратусёми; для уравнен1й. Я1ссаф1 этого вообще сдфлать 
нельзя, похаземъ теперь такое полозев1е: зная одно частное рёше- 
не уравненря. 51241, нозно привести его къ линейному уравненки 
Зявдовательнс поситтегрировать авухя квадратурак". Пусть дано част. 
19е рёшен1е у, уравзен1я Н1ссат1, полараент; 


уу: +8; 


цосл$ преобразован1я,. по предыдущену, получимь уравнен1е З1сса 


3. 4у, 
та =. Рё? + (2Ру, +. @)2 +. Ру, * + бу, + В; 
такъ какъ: 


ЗУ. . 
ах = РУ,? + ду, +В, 


то ножно произвести сокравен1е, и для = получимъ уравнен1е В1ссай 1 


9: 
Зе Рз? +. 2(Ру, +. 9); 


ЗДВОЬ Я = 0, Слздовательно, здёсь иы иифемъ частный случай уравне- 
._ 1 
н1я Вернулли: полагаемъ 2 =-„ и слёдовательно 


4. 
ци. 


уу, + 
Рогда, согласно 1ворзи уравнен1я Бернулли, при помощи этой полота- 
ковки уравнен!е В1ссаф1 обравается въ линейное. Посмотрим какого 
типа будэетъ общее р$нен?е убавнен1! Е1есаф{. Согласно результатант 
теор1и линейвыхь уравнен{й 


в = 0%(%) + ч(х), 


сяёдовательно, 
_ , 1 = УзС.Ф (к): + уч (2) +1 
Ум У бок: + их С вк) + у(=} 


Полученное выражен1е ножно написать такЪ: 


. #. (к),С + #,(х) 
ЕО). 8 


Такого типа будетъ полученное общее рёщен1е уревнен1я Н1ссаё1 - 


КА 


оно дообно-ленейное относительно пооизвольнаго постояннапо П. яс- 


хажень теперь обратноЕ лолот яяое дросно-линейное относи- 


ви 
о 


тельно постояннаго внсазен!е 1е уравнен1я Ззссазт 


Такъ кахъ у вырахается т0 обратно, С нодзо вы- 


разить линейно зерезь у, х изъ равенства (2) игфенъ 


= 35 - 


я (%):. 5 + ф»(х)- 
= фя (К). У + фа (х @), 


Фр фа =, вия, - Ф,, 


фа = - 24 
Въ такой фори$ напишется оби1й интеграль уравнен1я 81еса%1. Дока- 
жеиъ теперь обратное положен1е, Для этого дифференнируень соотно- 


нен1е (4) и отбрасываемь знаменатель; имфемъ: 
р 3. с. Зу, : 
Се + а ЗЕ ба" + 98 - (Фу задача, ‘9910. 
Собирая члены 0$ производной, инфенъ: 
ау . 
(фа. - $9.) Чк + 4.57 АУРА, =0, 


ГВ А,, А:, А» - Функыйи х. Афля вое уравнен1е на 509%-нт® при 3 
х 
получаемъ дифференитальное урзвнен1е типа З4ссай1. 


Пусть извфотно еще одно частное офнен1е у, уравнен1я Н1ссай: 


ны нибли 
2 1 
у=у: +5; =; учу, +4, 
откуда 
Уд 1 , 
у-у, ' 
подставляя на изсто у 2-06 рёнене у», нахо динъ: 
ОЕ: 
1 ту» - У. 


и: есть частное р®нен1е линейнаго уравнен1я, а если нанъ изЕФст но 
одно частное рфшен1е линейнего уревнен1я, то общее рёнен1е  пердет 
ся одно квадратурой. Итакъ, зная два частвыхь рёшен1я уравненя 
51ссаф1, находимъ общей кнтеграль одною квадратурок. Воли же да- 
зы 8 частныхь рёнен1я у,, у», у, уравнен1я 81ес2а41, то общее рё- 


вен1е найдется безъ помощи квадратурь. ДВаствительно, изень: 
ы, = 1 Е 1 
осу мб, 


а зная 2 частныхь рёвен1я и, и в, линейнего уравнен1я, вайдемь 
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0651й интеграль безъ помощи квадратуръ, Общ1й интеграль нанишется, 
какь известно, такъ: 


вес. 
9 - а 


Замзняя п, ц, и в, ихь выражен1ями черезъ у, у,, у., у, , получаень 


соотношене: 
1 
у-у У - У: _ 
1 _ =0 
Уз У У - У 


Преводя ъ общему знаменателю, найдемъ: 


{у — У)(У, - Уз) (уе: - У) 


Ес 
С - о, 92), 29) — 
Преозразуя это соотвошен1е, инфемь 
У- ь. 2% =с 
У У - У 
или: 
У-У: о У: о ®) 


У- 95 ° Уз - Уз 

вазнвБается анрармоническинь отношенень четирехь эле- 

цен708ъ у, у», У, Уз; У - 9СТЕ КАКОЕ либо решев1е уревненая В1с_ 

саъ, Кол С дзен? какое нибудь частное значен1е, получаемь различ. 
ныя застныя раценая. Отсюда теорема: авгарконизеское отношен1е 
4-5: Решй уравыёная #сезь: савно постозвному. Это положен1е 


моно выразить еще так. полагая у = уд: 


= соп$%. {5) 


Этимь заканчивается общея теор1я уравнен1й Б1есаф1. Разсиотринъ 


теперь частный вЕДЪ уравнен1я Е1ссаз1: 


г4$ а и’ мостоявния числа, Разснотринъ 1 случаи, когда данный 
частвый тирь уравнен1я К4ссаф1 интегрируется хъ ввадратурахь. 1) По 


лагая и=0 ны перемфичыя сразу раздёляемь 


у' + ау? = 


и вайдель общее рфиан1е: 


интэгоаль в$ львой лести выразится или логарЕф ОКЪ, ИЛИ агофя, мот. 


изянъ постоячнихь аи. 


ря 10 3..2 
Зтосой частный слузай будеть пои ш = - 8. Еъ этом случа® не труд- 
но будеть указать чэстное рёшен1е, звая хоторое, вы ‘легко придет, 
кавъ вилёли раньше, къ обдену-р®шен16 прк помощи 2-хь квадратутъ. 
Занзняемв у зорезь-; У =, дафферевцируемь этс Вырахене, п 


подставлзень въ дифферо наелуи о уравнене: 


бокражаенъ па х?, получаемт: 
- к ак? = В 


Получазиъ квадратное  уравнев1е для К, изъ котораго опредёляен» 
два корня к, к К. Поэтому будемъ имфть два частныхь рёщен1я для 


к, и к.. Воли корни различны, озшентя разлизны 


К к 
= р к 
Ух У 2х 


Е Общее рфнен1е вайденъ осзой квадратуосй. Если корни одивакови 


у. 2 К», НУЖЗиЬ ОДНО частное озшен1е уравнен1я КЗосафр и пви помо. 


щя 2-хъ квадратуръ нейдемь общ1й гатеграль. 
возвращаясь къ общеку случац, введенъ новую функц] У, полагая 


узду, 
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148 хи В суть функии х-а. Подберемъ х к Б такъ, чтобнсвь преоб- 
разоваввомъ уравнен1и не входило У въ первой отепени: 
<9' + аи2у? + (а' + аа )у = 5х — В' — а8? {7) 
Первое требован1е,. чтобы не вхолило У въ первой степени. дает 
и! + 2208 =0. 


Коомф того потребуеиь» чтобы правая часть не изивнилась: для этого 


необходино: 
т = 8 = 2 
В' + ад? =0 или — 58 ав 
ЗВ 1 _ = 
ве 7 84Х р ах, 8 = хх. 


Произвольное постоянное интеграп1и полагаемз = 0, потому что идет. 
ся какое-нибудь значен1е а; находимъ теперь а: 


За , 24х 
НЫ 0, 15% = - 216х +0; 


полагая также, какъ и Выше 5 = О имзем а -1,. 


Подстановка нана такова: 

уз +в = . 
Выгольяень подезаневеу, нЕ и2 а и преобразуемъ уравненуе (7), 
получаень: 

ука" = а" (8) 
Этс преобразсванасе уравнеи1е 51сса11, но не того типа, которнй 
мы разоматривали, такъ какъ коэбфишенев при У? не постоянное чис 
до,. какъ имфле раньше, во содержить х. Производимь еще липейнуя 
подстановку У --. ; ныфемь: 


1 


за = 
1-2. 


0х2 уг 

Опять уравнен1е 81ссаф1, но ве того веда, Совернаемъ дальнфЕгос 
преобразование такъ, Зов коэффишенть при у,? быль число посто 
янное. Дьлиыъ все уравневе че хи*2; 
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ду. . (и + 4) 
дБбая * Ву." = ах 


цезензнное нужно ввести тажъ, чтобы хИ*Аах онло лифференц1еломъ 


х. = хи*8 х- 03 . 
Тогда преобразовазное уравнен1е будеть кифть вкдь: 


_1+4 
(в + з- а + 592, = ах, 2", 
+ 


новего перем®ннаго: 


ДВлинЕ все на ш + 3: 
(+4) 


ду, о -_а (+3) 
Зк, * 593 а" пвт8*+ `° 


Это уравненйе В1ссаф1 разснотраннаго типа. Его отлич1е оть перво- 


начальнаго состоить только въ изывнен1и коэффиц1ентовь 


а, рез" о. в 
+ ри 
к показателя: в, = - 8+. постоявыые кооффиненты въ уравнензи 


+3 
це ныфютъ значеная, в0 фориуле, внразающая связь иехду показателя- 
ви шн ш, данзнаго и преобразованнаго уравнен:й, ифеть ванное зна- 
чен1е. Выразкиъ эту связь въ удобной форыф: для этого прибавиыъ ке 


ш, Число 2: 


обращаемъ дробь 


+: „ш+3. =1+ 1 
+ ца’ в, +83 +8 


1 + 
Дроби и. + Е шз р разнятся только на 1. Предволовимт, что кз 
зовому уревнен1ю прикфняекз такое ве преобразован1е и поступаемъ 


такъ нзоколько разъ; полузаень пълый рядъ равенствъ. 


бкладнвая позленно, низень: й 
РВК. (9), 
Такова будет овязь менду показателями перваго и послёдняго урав- 
вен1й,. Половииъ, что послёднее 1-чое уравнен1е оказалось интегри- 
руемыиь квадратурами. Выше ин нибли два случая, когда послфднее 
ножно выполнить. Допустимъ,. что ваши преобразован1я привели уравне 
336 хь ОДНОМУ изъ этихь случаевь. Начнемь со второго, т.е. мы 
положим, что въ результатв 1 преобразованАй ны получили  =-2. 
Посмотринъ въ какомъ случаз ны мовемъ притти къ такому концу. Бст2 
вии это значен1е в: въ наше соотношен1е (9}, тогда въ левой части 
получится =, въ правой должно быть тоже *. А это возможно тогда, 
когда в ‘тоже равно (-2) при конечномъ 1. Гакимъ образонъ ш; ока- 
залось би равным» (-2) только въ томз случаз, зсли бы п = -2, 1. 
3. цы с5 помощью преобразовен1й не изивнели п. Итакъ въ этоыъ слу- 
за$ преобразован1е ничего новаго не даетъ. Обращаенся къ первому 
случаю: полояимъ, что поол$ 1 преобразован! показатель в; оказал- 


ся равным» 0, т.е, ш; = О. Подставляя это значен1 въ нашу формулу 


ВЫЧиСЛИИЬ @. 


41 
21-1 
казатёля ш, при котороиъ послё ряда * преобразован1й получается 


‚ Итакъ ин нызеыъ равенство для опредвлен1я по- 


откуда в = - 


уравнен1е,. въ которомъ показатель при Х-& щ= 0. `В этой формул 
1 - какое-угодно цёлое число, указываещее сколько разЪ нуно сдф- 
лать преобразован1е, чтобы получить похазатель ш; = 0. Нанрииёръ, 
если 1 = 1,10 а=-4, т.е. при такомъ показател посл& причфне- 


н1я одного преобразован1я получается уравнен!е съ показателемь ра! 


НЕМ 0: 
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при 1:2, ш=--; при 1°3, ш = - ит.д. 
ны совершили рядъ преобразован}й съ пёфлью изы®неня показателя п 
въ и; . Мы иожеыь обратно совершить переход отъ уравнен1я съ пока- 
зателем$ ш; къ уравнен1ю съ показателень п. Для этого намъ стоить 
только вести пренн1я преобразованая, во въ обратноиь порядЕ$, 
Золе для даннаго уравнен1я сохранииь обозначен1я а, Ь, ш, а для 
преобразованваго - а:, 5;, ш;, 10 предыдущая связь мезду показате- 


дани (Э)останется таже, только обывняютея ифотани ви ш;; полу- 


чим: 
1 1... а 
аи" Н шв Ша” (15) 


т.е. дробь правой части уменьшается на.1 единиць, а не увеличива- 
ется, хакъ равьше. Положинъ, что посл8 1 преобразован, ыы получи- 


ли ш; =0. Тогда форимула ‘для в такова: 
- 44 
= —_ 
21 %.1 


Вотъ слЗдовательно, другая формула, которая даетъ 1% значен!я для 
ш, когда уравнен1е интегрируется. Мн моженъ соединить двЁ фор- 


мулн въ одну и написать 


[9 


Оби1й интеграль для этихъ значен1й в будетъ выражаться въ элемен 
тарныхь функи1яхь, А®йотвительно наши преобразован1я ве вводили 


трансцендентных» фуняв1й, въ результат® яе преобразован получи- 
ли уравнене, 85 КОТОрОмЪ в; = 0, а ОбШЁЙ интеграль такого уравве- 


н1я, какъ мы видФли, выражается черезъ логарифиз или агсли , 


ЕОРТЯ ИЕТЕГРИРУЮЩАГО МЕОЖИТЕЛЯ. 


Мя можеыъ всякое уравнен1е 1-го порядка и 1-ой степени относитель- 
_ 42 - у 


но производной представить въ слёдующемь вид® 
Мах. +. Му =0 {1) 
гд8 Ми М функции хи у. Начненъ съ частнаго случая этихь Уравве- 


1. Положим, что 
Эи За 
И. = 
Эх ы Эу, 
при чемь и есть фунин1я х, у: 
из а(х; у). 
Если для Ми М выполняются въышенаписанныя равенства, то будень 


Нить: э 
ау = ды 
Эу ы 


т.е. будемъ имфть полный дифферени1аль фунян!и о двухъ перемённыхь 


Мах +. №у = ЭФах + 


и уравнен1е приметъ видъ 

90 =0, 
откуда обж1й интеграль эго зоть и=, С, Дёйствительно, первоназаль- 
ое дифференцфальное уравнез1е долчно удовлетворяться, если би иы 


вставили выфото у рёвев!е уревнен1я. &огда ин вставиыъ въ уревне- 
31е да =0 выфсто у его выражеве у = э(х), тоозе получима: 


а[а(х,9(х)} =0, 
1,е. дифференц1аль функи1н и(х,9(х)) перенфчнаго х долженъ равнять. 
ся нуле, а это ножеть быть тогда, когда рункц1я, отЪ хоторой берет. 


ся дифференцаль,. есть постоянное ‚ т.е, 

щ (хх) )=3. 
ракимъ образомь всякое рфиен1е у уравпен:я долуво удовлетворять 
зоотношен1ю, которое бнло написано выае: 

и (ху) = С. 
8сли отсюда опредфлить функц! у и вставить въ дифференциальное 
ураввен1е, то получинъ тоздество, и соотчонен1е это есть оби] инте 
граль. Итакъ мы указали нетодз интеграцаи уравненая. (1} для этого 
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чыствагРо случая. Возьмемь ирим$р на его приизнен1е; пусть. выземъ: 


0: ..90). (ху) 
ху + ух = 0; М=, а; =, 
сладовательно, ца х.у и уржвнене перепинется 
а(х.у).=. 0. 


96%1й ивтеграль с 
ху =С, откуда узлу}: 


Посмотримь теперь, ` когда наше уравнев1е будетъ уравнен1емъ указан- 
ваго типа (т.е. когда лёвая заоть уравнен1я будет» точнниъ диффе- 
реннфалонъ рупии 2-х$ пепечйзетруь}. ОЧЗЕЕАНО, ЧТО ВЪ Этом слузаЕ 
доджви бить рэвии иройзволныя: 

эм 


Е 
э - м {2): 


{такъ какъ если а за эн. 920 
Мау, 10 Эу = ку 


и обратно, М - будетъь производной и шохи В - в по у, если ву- 
цествуеть равенство (2). Такимь образов если услов1е (2) выполне- 


но, то лвая часть (1} точный дифферевц\аль и уравнен!е ивтегриру- 
ется квадратурами, такъ какъ функц!я и по ‘данному дифференнзалу 

Зе ваходится какъ извфотно квадратураки*) №5 общемь случаз услов1е 
(2) не выполняется, Поснотримъ, нельзя ли въ этомъ случай замёнить 
данное уравнен{е другимь ему равносильннмь; но для котораго бы ви- 
полнялось услов1е(#).Для. этого умножимь его на вфкоторый факторь 


(тд8 д функцля х,7) 

ах + иду =0 
Полученное уравнен1е будетъ равносильно данному, такъ какъ общ1й 
интегралъ послёдняго уравнен1я будетъ удовлетворять и первоначаль- 


ному,. равенство же № = О можеть деть только частный интеграль. По- 


- 44 - 


-: ди = М9х + №9; и= ЛЯх + 9(у); оу = не Гат. 


ложимъ,. что выбран такз, что для преобразованваго уравнен1я вы- 


полняется услов1е (2),. т.е. 


Э(м М). _ (лев) 

ЗУ ° Эх 
Тогда лёвая засть преобразованнаго уравнен1я будетъ точнымь диффе- 
ренцзаломь, и уравнен1е интегрируется квадратурании. Этоть факторъ 
^- есть, такь называвный, интегрирующ 18 факторь 
Докажемъ, ‘что для каждаго дифференцзлальнаго уравнен]я. существуеть 
этоть факторъ. Впослфдотв1и ин докажемъ, что для кавдаго дифферен- 
ц1альнаго уравнен1я существует общуй интеграль. При доказательст- 
в ин будемъ теперь пользоваться только что упомянутныыь половен1- 
енъ, какъ уже доказанной теореной. Итакъ, пусть. для даннаго диффе- 
ренизальнаго уравнен1я существуеть общфй интегралъ: 

$ (х,у,5)=0. 

Чы всегда моженъ разр®нить-его относительно постоянной С, т.е. 


ВЗЯТЬ ВБ ВИД 
в(х, у). =. С. (3) 


Продифференцируемь (5) 


3х, Е 
Эткуда: 

Зи. 
ау _ эх 
9х 5 ' 

э 


Эпредёливъ производную # вставивъ зе въ данпое дифференциальное 
уравнен1е ны должвы удовлетворить послёднему, т.е. долнкы имёть: 


кц1ей у изъ (3) при воякомъ 0, стало быть оно ‘должно удовлетворять- 
ся тоядественно(такъ какъ изъ 3-го уравнен1я оно не слфдуетъ}. Мы 


его вапишемь такъ: 


Эх ‘ЗУ 
| обоин пи 


Тогда также мояемъ сказать, что лёвая и правая части одна и таже 
функця хиу (т.е. ЭТО ТОЖАФОТЕО).Назовень ее через м (х, у);тов- 


да иы ножеиз утверкссть, 10 ми есть китеррируюа1й факторь, Дй- 


ствительно 
Эи _ Эа З 
Эх ^ ми, Зу МЕ 
Замзняя данное дифференциальное уравнен1е другиыъ, полученнымь изъ 


него. путемъ унножев!я на (л › будешь имфть 


Эа Э% = 
эх 9х *-5у 89 . 0, 


слвдовательно, м- интегрирующ1й фактооъ. Итажъ мы доказали, что 
для воякаго уравнея!я 1-го порядка судествуетъ кнтегрируюн1й фак- 
торъ. Прии*рь: 

УЧх - хау = 0. 
Услов1е (2) злёсь не выполняется, соотвётотвующ!я производныя коэф 
зинтентовь при дифферена]алахь не равны хззду собой, такъ какъ 


и... Э- 

ЗУ 1; --1 
Мы долины найти интегрирующ1й факторъ, на вего покножить 065 час- 
ти уравиен1я. Вь данномъ случаз этотъ факторъ есть ил, 


я 


Ух — ху _ 


Найдя интегрирующ1й факторз, мы нанли общ1й интеграль,онъ будеть 
У. 
х = с. 


Ин показали, что для всякаго уравнен1я 1-Ро порядка сущест вуеть 
интегрируящ1й фэкторъ. 
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Теперь доканемь,. что такихь факторовз для каждаго 
уравнен1я существуеть безчисленное множество. боложинъ, что иг налле 
одинь такой фахторъ, онЪ эстьзе. Слёдовательно, по умножен1и на 
него ыы будемъ. иметь такое тоялество: 

м Мах +. Ау = а1. 

Тогда интегрирующимь факторомъ будетъ также м, = АЕ (и), ГДЗ #(о) 
какая угодно фунЕц1я и. Чтобы доказать это половен{е,. мы перепи- 
нех внражен1е новаго фактора тахъ: 

м, =! (а), 
РдВ 9’ (1) производная новой функц!н, которую мы найденъ, зная Ё, 
слёдуюжииь образомъ 

Ф(1}: =, Л Е(а). да. 
Докажемъ,. что лк, - интегрирующ1й факторъ. Умножквь на него данное 
уравнен{е, ин получимъ: 

да (Мах +. №ау) = ф' (и) мах + МУ) = $" (а) .да =, 4(6(0)1; 

бладовазельно, #^.- тоже иптегрирую1й факторъ. Полокимъ, что им$- 
емъ уравнен1е 

УЯх - х4у = 0; 
какъ видфли,. интегрирующуй фавторьм= 1, ;: 10сл% унвожен1я на него 


и ау) 


х 


Выфсто фахтора мА ин ножечъ вать новый факторъ д, получаеный изь 
первозачальнаго унножен1ень его на произвольную функц! а {въ ден- 


НОМ 64748 и=-), напринёрь ва: ны беремъ тогда 
1. 
№ > а у ху 


По унножезфи ва дм, вк придемъ къ желаемому результату, Дёотвитель 
во,. ны будемь инфть: 
& а 
= - ух = &(1ех - 185). 
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Мвияя функцию Е, мы получимь безчисленное иножество интегрирущихь 
факторовъ, Докажеиз теперь обратво, что если модинь факторъ, м- 


другой, то отнонен1е равно функн]и отз и,. гдз м та саная фун- 
кц]я, полный дифференц?аль которой получается въ лёвой части урав- 
нен!я, гослф умнокенля его на м. Пусть ив имбенъ: 
их +. Му) = 4% {4) 
Мах +. Хау): = 4% 6) 
Отсюда слёдуетъь тождество: 


аа = а" 3 9 Эц 
рае ат вла (5, 4х + ъу 45). = 


2 мым 
м С, 4х зу ду).. 
Козэуфиц1енты при 4х и &у сл8ва и справа должны быть. равны, т.е. мы 


долины иивть 


ати тт 
М эхо 9, М Зусм№ Эу» 
откуда 
3% э% 
5х . бу 
0 34 
х. Зу 


СЯ 

Эх’ 371 < 
Е 
эх ’ у 


Детернийанть такого состава носить назван!е онредф лит =з- 
лЕ Якоби. Равенство эго нулк показиваетъ, что между и пу есть 


соотнонен1е, т.е, ЧТо у есть функн1я отъ одной и; итакъ 
у = Ф(и). 

Разъ мы доказали, ЧТо У = ‹(а), то имфенъ 
ау = ф' (в) да 
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#,. для равенство (5) ка (4} будемъ имёть; 
= 9" (а). 

Такииъ образонь наша теорема доказака. Виведемь изъ нея одво слд- 
ствфе. Если мы напишемъ,. зто $' (и). = С, т0 тогда И п = сопз%. И 
обратно, еслеи = сопеф то 9'(ц} =. С, Такинь обрезом$ лна этих 
равенства равносильны, Но второе изъ нихъ даетъ общ1й интеграль, 
первое же инфетъ видъ = С, а потому приравнявуз ст- 
новен1е двух интегрируюцихьз факто- 
ровъ произвольнону постоянноку, иы 
под} чииз общ1й интегралъ, В вашемь принёр 
мы надли м = к = Е. разавливв 2-е ве 1-е найлемн Хы С 

м к. + -Х,У у ы 
Приступаемъ теперь къ изложен1ю способа, которымь можно найти ин- 
тегрируюж1й иножитель для даннаго дифференцальнаго уравнения. 
Предположинь, что нанъ дано дирфереви?альное уравнен1е, для кото- 


раго м янтегрируюж1й факторъ, тогда 


ег: Эв. 
=. . 
м “Эх $ и = у} 


или если продифференцировать эти соотнозен1я, первое по у второе 
по х, получинз слздующее равенство 
Эмм). эм) 


ЗУ > Эх 
Это услов1е необходимое и достаточное для того, чтобы (м было ин- 
тегрирующимь фекторомь. Напишемъ эго въ раскритой фори®: 


кам = К гы + 
ву Мы 
или вь другой форм®, если перезесеыь члены съ и въ одну сторону 


с Эм ии. эк 
ах - 2 = - эх). <) 
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Это и есть уравнен1е, которому долаенъ удовлетворять интегриру- 
ц1й факторъ. Здфсь Ми М данныя функц1и х, у, а {м неизввотная фун- 


кц1я. Итакъ для опредфлен1я интегрирующаго фактора мы получили 
дифферени1альное уравнен1е съ частными производными. Такимь обра- 
зомъ изнокан1е его приводить къ задач8 болзе сложной, чЗиь задача 
интегрирован1я даннаго дифференийальнаго уравнен1я, такъ какъ въ 
уравнен1е (1) входять частныя производния. Чтоби найти м, надо 
вайти раненте такого уравнен1я. Это (1) уравнен1е мовво написать 


въ болёе удобном® видф. Разделимъ его ва фе, тогда, получииз: 


915 915% _ эх 1 
2 4) 


ЗдВсь за неизвъстную функцию ножно озитать 18 м при ченъ вь урав- 
вене (1') также входят частныя производныя этой функыти, и съ 


этой стороны д$ло не упростилось. Но уравнен1е 1' проще, чёыъ Т 
ТВыФ, 9т0 ВЪ неро ве ВхОдЕТЪ сама веизвфотная функц1я, а входять 
только эя производный. Дл нашей цёли достаточно найти какое-либо 
застное рёнен1е \ уравнен1я (1) или (1'). Действительно, если ны 
зайдемь такое и, то уыножан данное дифференальное уравнене (1} 
за него, мы кведратурани находим функц!:ю и, а затбиз найден и ^ 
обЕЙ интеграль и = С (вриравняеъ пайденвук фувки1е постоянному 5) 
Сыкимь образомъ, если мы пашли какое-нибудь рфшен1е усавнен1я( [*), 
10 общЁй интеградъ даннаго дифференц1альнаго уравнен1я найдется 
хвадратурани. Для нзкоторихь частныхь случаевъ (зогла Ни К суть 
фучяц1и опредёленнаго частнаго вида) ховно найти рфнеше уравнен1я 
Г', а олёдовательно, довести до конна : даннук задачу.Розмохно об- 
ратно дать функн1в М (или указать только ея видз), а затёнь сист- 


оёть,. какимъ условзямь должны удовлетворять Ми Н, чтобы уравнене 
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(1} допускало пд интегрирующинь фактором. При этоиъ мы будем ол- 
довательно искать т уравнен1я, которня имфрт® интегрирукщ1й мно- 


житель даннаго вида.Посмотринъ, какъ это можно сдвлать. Озевидно, 
мн должны данное намъ м вставить въ уравнен!е Г', а затёыъ нейти 
так1я Ми М для которыхь это уравневе бы удовлетворялось, Пусть 
наприм®рь,. факторъ и зависить только от х-а,а отъ у-ка на зави- 


ситъ,, т.е, 
эт = (к). 


м: 
Боли (и функция х, то 

31, 

ЗУ 0; 


частная же производная 


Эм _ Р(х) _ $) 


-.в-ТЪ функц1ей только х-а. Бетавляя въ ураваен1е {', полузииф: 


эн _ 
Е 3; 
—=. $$) (6) 


Дая того, Чтобы дифференцальное усавиен1е допускало интегриру пе 
множитель в, зависящ1й отъ х, необходимо и достаточно, чтоби лёвех 


часть (6) была фуняшей только х дЬИСТВительно, вь ЭТо"Ъ сдучеф 


именъ а 
$(х) = аи - 1е(&)х, 
откуда 


$(%)9х 
(= 3) , 
3.э. функшя только х-ё. НЭдЕу М и Н ПОЛУЧИЛОСЬ ТОЛЬКО ОДБО 660%- 


зопене (5), слздовательно, одно нзь нихз № ле Я м0=815 ОНТЬ БЗЯТО 


произвольно. #н Е 


Дадныъ Н хакое-нибудь значен1е, тогдё 


Ивняя видф К мы будемъ получать различныя функи|и И и слёдователь- 
во различныя уравнен1я (1), Ограничимся частным олучаемъ,. предпо- 
ложивз, зто коэффицтенть при дифференк1ал® ду, т.е. № = 1, ль Та- 
кому виду всегда можно привести каждое уравнен!в,: раздёляя его на 


№. Поларая К = 1,: получинъ 


эм 
эу = $(®). 


Отсида 
М =, Ф(к):.у + (Хх). 

Для уравнен1я съ такимъ Ми М судеетвуеть интегрируюн1й факторъ 
зависяя1й только отъ х. Посмотрим, какое получится тогда дифферев 
ц1альное уравнен1е, Легко видзть, что оно будетъ линейное, на са- 
момъ дВлЪ: У + 9(к)у + (к). = 0 
или изиёняя обозначеная,. 

ЗУ + Р.у+0=0. 

ах 


Соотвётствующ:Й интегрирующ1й факторъ и - эх 


Мы получили новый нетодъ янтегращ1и линейнаго уравневя. Примфнимь 


этоть методь къ какому-нибудь ‚лазейноху уравнен1ю напринфръ; 


ЗУ: у + 2х7 =, 0. 
х 


Такъ кахъ въ этонь уравнен1и коэффищенть Р равень-Ё, то интегри- 
рующтй факторь 7:3 . 


постоянное интеграц1и МОНО ВЗЯТЬ каков-угодно, а нотому возьиемъ 


просто 
ЛЕ ных. 


Тогда м = х,7нножаемъ на этотъь факторъ данное уравнев1е, тогда: 
хау +. (у +. 2х3 )4х=0. 

Лжвая часть, какъ сльдуетъ изъ общей теор1и, есть полный дифферен- 

Щ1аль нзкоторой функц\и. Ее найдэмъ двумя квадратусии 


Рытегрируя 
коэффиенть при ду по у найдемъ фунац:ю 


важ +26). 
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(С) - постоянная интегравли, } Р(х). надо выбрать такъ, чтобы про- 
изводвая п по х равнялась коэффицтенту при дк. Дифференнируень и 


приравниваемь, тогда 


УР: (= у + 2х2. 


Функи1ю Р(х)°найденъ квадратурой. Такимь образомь мы найденъ ц. 
Приравнявь его. С,; пофучимь общёй интеграль давнаго уравнен:я 
4 

ху + = С. 
Разсмотримъ теперь одвородвое ‘уравненте, т.е. предполокимь, что | 
я М однородны, измФрен1я ш. Тогда функц1и Ми М можно представить 
въ вид произведен1я х ва нёкоторук фуницаю отновеня бдзлаемт 
} = удля чего уравнен1е раздфлимъ на М кли иначе разрениыз его 

3 - : 

отпосительно хе ; тогда буденъ имфть: 
4. у 
У =-ч(+); 


ах 
хй - сократится. Итакъ, выфсто пачальнаго буденъ иыфть уравнен1е 


9-7 ах +. Чу = 0. 


Для уравнен1я въ этой фориз будемъ поднскивать интегрирующ1й фак- 
торъ. Чтобы получить его, мы долнчы вотавить соотвБтотвующ1е коэф- 


фиценты Ми № въ (1'): 
а (2) аи - С. 
Воть какое уравнен1е получается для опредвленйя 1%. Можно утвер- 
кдать, что этому уравненак удовлетворяеть % - однородная функция, 
т.е. удовлетворяеть 
и) 

ГАЗ с изиёрен1е функц 4%. Прологарифиировавь, инфень 

1Ем= ох + Шу. 
Обозначим для краткости 18‹ черезь 7, т.е. пусть 
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ла в). 
Взявь частныя производння оть За по Хи, вотавиымь ихф въ урав- 
вене (1'): 
о - 9 (+14). 
Уннонимъ послёднее равенство на х и соберем члены 2-й 3-1 вибст% 
о-ы (=), 


Энредёляя 2’, получикъ: у 
ы = СЕ 


х 7: ту 
жж). 


Задача нана разрфщена. дЬйствительно, оправе стоитъ вёкоторая фун- 
11= отноцен1я т. Боли ын для краткости вазовемь его черезъ и, 


т.е, полояимь = м, ТО будеыъ инь 
ы' (и) = 5-7 

ь + 9(2) 

= вьадрахуруй вайденъ функ Е в. Прь зеш, такъ какъ с произволь- 
ное число, то кы ножемъ эго выбрать такъ, чтобы удобнфе сыло взять 
хвадратуру. Возьмеыъ о = - 1, тогда чиолктель будетъь производною 
знаменателя, только ВЗЯТЫЙ съ обратниыь знакокъ и слёдовательно 

(и) = 15 = - а + 9(а)] 

(постоянное интеграц1и беренъ = 0, такъ какъ важно знать только ка- 


хое-нибудь значен1е и). Отсюда 
< 1 


+ Фа) 


Чтакъ 1 = 1 
жа + >00} У* 56. 


Зоть одинъ изъ ннтегрирующехь фекторовъ нашего уравнев{н, Вь дан- 
30м$ случа А однородная функн1я (-1) измфрен1я. Это фи является ин- 


.эгрирующимь фахторонъ для уравнен1я, Бъ которонф № = 1. Поснотримъ 
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хаковь этоть факторъ будетъ для первоначальнаго уравнен]я. очевид- 
во, что для того, чтобы привести уравнен1е къ разсмотр®нному виду, 
надо его раздёлить на М или умножить 1; а затфыь его придется 
умножить наф. Короче, интегрирующимь факторомь для первовачальна- 


ро уравнен!я будет: 


Ти 1 
И - у, (в) 
так какъ р 
(1) =Т; 


такимъ образомъ для однороднаго уравнен1я ивтегрируюд1 факторъ 
равен» (В), и ин получили новый нетодъ ннтеграцти однородваго ура- 
внен{я. 
Прин$рз: дано дифференциальное уравневе 

р (х? + у?)ах - худу = 0. 


Уравнен1е однородно, 2-го изызрен1я. Бго интегрирующтй факторь бу- 


деть: 1 1 


СЕ уй)х - ху? ‘дз. 
Итакъ данное уравнен1е надо умновить на д, и тогда лёвая часть бу- 
х 

детъ полнымь дифференнталонь, Укножаеиз: 

х2 +. у? 

< - бу =0. 
Хвадратураки ваходи"Ъ ч. Проинтегрировавъ 2-ой коэффин1енть по у 
будемъ иибть: 

у 

2х2 
Вадо найти Р(х); для этого предыдущее выражен1е продифференцируе ня 


+ Е(х) - 


по х, приравняеиъ 1-му коэффиц1енту, получаем 
2 2 + 2 
%, + Р!(х) и 
. Е 
паи по сокранеши Р'(х) =-х_. Отскда 
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2(х)- = Шщх, 


Итакъ общ1й интеграль даннаго уравнен?я есть: 


2 
- д * 1х =, С. 
ДИФФЕРЕЕЦТАЛЬНЫЯ УРАВНЕНТЯ НЕРВАГО ПОРЯДКА СТЕНЕНИ ВЫШЕ 1-ОЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНО. ПРОИЗВОДНОЙ. 
До сихъ поръ мн разснатривали дифференцфальныя уравнен1я, ко- 
зорня были разрёшены относительно производно  тенерь. же разсмот- 


римъ такзя дифференнйальныя уравнен1я,: котория дани. въ общень вид 


Ра, у 3) =0 (1) 
Разрёшая уравнен1е (1} относительно производной, приходим къ од- 


зому или нфоколькимь уравненфянь разсмотрёнваго выше вида 


3 = Р(к,у)- 
Предположииъ въ частности; что уравнене (1} ‘алгебранческое отн 
сительно у’ - в-й степени и слёдовательно икбеть видъ 
у? + 4.у'-+ + Аьу' 1-2 чт" =. 0,- (2): 
ГВ А, А,” ° А, - ФУНЕЦи хи у; мы можемъ предполонить. еще, что 
эти коэффиценты - раш1овальныя функнзи хи. Разрёшая уравнене 
{2),. получаемъ п значентй для производной у’и слФдовательно в раз- 
лизныхь уравнен1й 
ЗУ = бя), (Е ал, 6в) (3) 
для каждаго изъ этихь уравнен1й существуеть свой оби1й интеграль 
$; (к,у, 5): =. 0 (4) 
н возникасть вопросъ, кахъ, зная ихъ, получить общЁй интеграль дак: 
наго уравнев1я (2}; т.е. такое соотнонен1е между х,5ьС, дая кото- 
раго бы удовлетворались всф уравнен1я {38}. Для разрёненая этого 
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вопроса вадо предварительно установить поня?1ео нен риво- 
динмости уравнен:я вида (2), Уравнен1е (2) называется неври- 


водимымь, если лФвую часть его нельзя разложить на факторы того 
же. вида, какз и сама лёвая часть этого уравнен1я, т.е, безъ вве- 
ден я иррац1ональности относительно х и у, Вь противномъ случа» 
уравнен1е назнвается приводинымь, и его можно заифнить радонф не- 
приводиныхь уравнен!й, разбивая лёвую часть ва неприводиине фак- 


торн. Такъ, уравнене 
12 _У_ _ 

У х=0 (5) 
неприводино, ибо ЛФвую часть правда нонно представить въ видё 
произведен1я линейных относительно у' факторовъ, какь это и всег- 
да имфеть м%сто: 

(у ИТ Ино, 
но фактори эти ирращфовальны относительно х и у, Наоборотъ урав- 
нен1е 

у'2 — (х+ у2)у! + ху? =, 0 (6) 
приводино,. ибо предоставляется въ видё 

(у'- х). (у' - у?) #0 
и распадается ва два  неприводимыхь уравненйя 


х и у! = у2, {7) 


Воли уравненйе (2) знеариводино, то правыя засти уравнен1й (3) 
вс зависятъ отъ одной иррац1ональности, и слбдовательно от% од- 
ного уравненая (3} къ другому пережодииь простниъ изыёнен1енъ 


значенця иррав1овальности. Такз, для уравнен1я (5) уравневая (9) 


ит Тви-- ИЕ, 8) 


я отъ одного переходинв #ъ другому, и няя знавъ передъ квадрат- 


будуть 
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нымъ радикалонь, очевидно, что и отъ одного общаго интеграла (4) 
къ другому можем переходить сходным» образомь, такъ какъ видъ 
ках даго должень завио$ть отъ значен1я иррац?ональности, и оба? й 


интеграль 
$ (,у,С) =0 (9) 


уравнен1я {2} получииь, иокличая ирранйонельность (радикалы, или 
внош1я иррацзональности, если п > 4): изъ уравнен1я 
$; (ж,у,С): =. 0. {4) 
Факъ,: для 1-го изъ уравнен1й (8) общ1й интеграль иметь видъ 
ИУ-УЕ+ 0; 
исклячаень ирраш1ональность: возводя въ нвадрать, нифенъ 
у=х+ 52 + 25 их 


откуда, но перенесен и зленовъ и возведан 


‚ в квадратъ, получа- 
виз общий интеграль 

{у-х- 07) = 402х (10): 
уравнен:я (5), такъь какь  соотновен1е (10}, очевидно, нифетъ 
ифето для обоих® значен1й кведратнаго корня въ уравненйяхе (8). 
Ваоборотъ, если уравненае (2) приводимо“, то нельзя отъ одного 
изъ уравнен1й (3} перейти ко вофмъ остельнииз, изыйняя только ир- 
рац1ональности. Такъ, уравнен1я (7), полученныя для уравненя {6) 
совершенно независимы другъ отъ друга, и ихъ оби!е интегралн 


. 
УС в (11) 


тозе не имфютъ никакой связи между собой, - Вь случаз приводимос- 
ти уравнен1я {2} разбиваенъ его лёвую часть на веприводиные фак- 
торн и для кандаго неприводемаго ураввен1я, получаемаго приравни- 
вав1емъ нулю одного изъ этихь факторовз, находииь обн1й интеграль 


по предыдущему. Нолучаемь рядъ таких ивтеграловь: 


$, (х,у,С): = 0, $,(к,у,0) =0,.. @5(х,у,0): = 0 (12, 
961й интеграль уравнен1я (2) получимъ ‚перемножая равепотва (12): 
$:(х,у,С). ф.(х,у,С)***° @.(к,у,0) = 0 (13) 


Дёвствизтельно соотновен1е (18) инфетъ ызето для ‘любого изъ значе- 
н1й производной у’, получаекыяь изъ уравнен1я (2}. Для. уравценаа 


{6}, нивя въ виду равенства (11), получаень общ! интевраль вь ви- 
® о -де и +0 
У -° 9 -б-+ 
или, 10048 упрощен1й: 
ы 2 
{С жду" - 1+ @-к) + С) + сво (14) 
Приведенъ ‘еще `одивъ прнибрь,. 
9. 
уе + Уч + ху =о 
ИЛИ 
Чу а 
ак )? АЗ )* -У=0 
Уравнен1е распадается на два; 
ву 5 а 
1)- (ах -ж-0 2). (357 - ужо 
Оба уравненя`рацональны и совершенно независимы друг отъ друга. 
Зездое нзз нихь въ свою очередь распадается на два а вменно: 
37 „ = 
ия, 41 - +9. 


Уравнензя 1} и 2} ненриводямн. Инзегрируенъ уравнен1я 


1) узвх +0; 
2} узко. | 
Оби1е интегралы уравнен1й 1) и 2) найлемъ, исключая ирранзональ- 
’ зость 2-х% найденныхь интегралов: 
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1): (9-6) -=$ х 2) 4у«(х+ 0}; 
оби1й ивтеграль даннаго уравнен1я: будет: 
Му - 6)* - #49 - м +а)*] -0. 
Ображаясь къ непосредотвенному разсмотрён1е уравневйя 
ЕО, уу") = 0 (1): 
независимо отъ приведев1я его къ ряду уравнев1й вида (3}, начненъ 
с» Частпихь олучаевь, когда отоутствуеть одань изъ трежз ‹аргумен- 
195%, 1.6. корда уразнен1® пифеть:видъ; 
т) бу, но, 11) бу) = 0, 


Жоли бы уравнен1е 
я в (у, = 0 @). 


разрёшить относительно производной, то перемФнныя раздёлились. бы 
и ыы иогли бы уравнен1е прокнтегрировать. квадратуров. Если-оно не 
разрешено относительно у’, то`оно можеть быть 1-ор степени отно- 


сительо у иль вообще допускать удодвое разрфнен1= относифельчо у. 


сазрьшено отпосительно у и риветь вед: 

у (у); 
ваедёнз-вовое перенённое р, обозначивь производную *ероз р,т.е, по- 
зарая у’ р, тогда по : 


102 ура зется такъ; 

у =#() (15) 
Явла пль - найти‘общ1Я ивтеграль, т.е. мы хотиыт найти соотвове- 
#16 мекду х, у, 6, Можно такае выразить хи У черезъ одивъ какой- 


зибудь- параметрь, а затфыъ усЕЛЬчиТЬ его. Если’р - примень за та- 
кой паранетрь, то у уже выражено въ функи!и его:. остается выра- 
зять х; мы ныфеиъ 

р.ак. , 4х = 


$5 другой овороны: 
Е! (р)ар. 


< 
Ю 
> 
—^ 
к: 
я 
2. 
< 
#* 


Итак ах = Е" (р)вр 
р 
и квадратурой находим: 


х= у Фар +.) (16) 
р 


закихь образонь х ноу выражены въ Функц1и вепомогательнаго пара- 


зетра р, Боли иы исключниь р, т,е. у’, то получинь уравыен1е вида 


$ (;5,0у*=0 
3.е. Об интеграль. Вели исЕлючежае не выполнять, 10 равенства 
{15} и (16) заизняють оби1й интерраль. Кетодъ.-примфневвый нами 
зд$СЬ есть вЪ СУНОСТИ ‘меголь преобразован1я неови®нныхь. Мы полу- 


чили дифференятальное уравнен{е 


92. р. 
ах Р'(р),- 
а къ такому уравнен1ю иы предемъ отъ нашего еслясвведемъ новое пе- 


ремённое, полагая у’ = р. Разсмотрииь болфе обя1й случай уравнен!я 
{Г).. предполагая, что уравнензе 

В (9,110) =0 
не разранено ни отноентельно у ни сттосительно у!Но*у и у! выраже- 
НЫ вз функцти нфкотораго параметра ь, т.е, занфвимь его двуия ура- 


внен1яии 
у = э(4):, у’ = + (4) {17) 


Уехльчая из нихъ ®, приденф опять къ данвому уравнен!ю}. Выразимь 
уих въ функши параметра +. 
я, ак ара. акс" аа. 
4х. * у 929 (6)а%;. ак Е 
хе. найдется ввадратурой: 


> 1 (4) 
Ра * 5, {18 


присоедияяя у =. $4; (17 } исклечивх %,` ПОЛуЗЕНЪ 9651 интегоаль. 
Ковно оставять 0е3ъ нолечев1я общуй интеграль въ вид® х-жь уреё- 
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ненфй (30 ') и (18). 
Фринёры: 
1). у= у'2еу' 
Относительно у' уравнен1е неразр®нино в$ элемевтарныхь функц1яхъ. 
обозначных: 
У’ = р;- у реер 
ах. =. ЗУ 2 Зрер + раер 
`` 3. Чу =2ре? + р*Р 4р;. ах = 2087 +- раеР а 
р р 
р 
4х. = (2еР + реР): ар;: 
выполняемь квадратуру: 
х. =; 2еР.+. ре? — еР+С. и у= р2ер. 

2) у2(уг- 1): = (2-у)2. 
Уравненае легко разрёшино относительно уиу!; но рашен1е полузит- 
ся ирравфональное. Для избфжан1я иррантональности`вводимъ пара-- 


нетрь +: ‚: полагая 
8-у' = 55; 
уравнен1е ‘даетъ намъ: 


ау = 
ах = ЗУ = 1 __ 4%. 
У а Ч ли 4х = 41; 
= а 2 
х-= +у == -%. 
+ гу 


Переходииь къ уравненае (11} 

В(х,у!).= 0. 
Относительно уравнен1й. этого веда ин могди бы повторить ве нащи 
разсужден1я для предиествуюшаго случая. гели бы уравнен1е было раз 


равено отвосительно у',-то оно интегрировалось бы квадратурой- тоже 


самое было бы, если бы ин могли разрёнить уравнен{е относительно х. 
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вообще, что оба аргумента х и у' можно. выразить. въ 


вид$-2-х$ функи1й вопомогательнаго ‘параметра +; полагая въ частног 
сти.у'. = или х. = +, будемь имфть два вывеупонявутыхь случая -раз- 


решимости. Итакь пусть 


х= (4), у = (%). 
Внразвиъ и у ве функп?и параметра +. 


ду = уах = ч($) р! (6 )а:у = Лив) (6) +.С. 
Присоединяя равенство х. = ‹(%),. имфенъ оби1й интегоаль. Вь данном 
случай-мы также въ сущности ‘дёлали преобразован1е переиённыхх. 
Дайствительно, ‘ин получили дифферени1альное ‘уравнен1е 
Зе" 6), 
т.е. ин визото х ввели новое переизнное ъ к опрельлили производ- 
вую искомой фунЕв1и у по а не по х. 
Прин $ р. Пусть въ частности $ совпадаетъ съ у'; 
х=у! + сову’. У = р, к=р +. возр, Зу = рах; 


2 


ду = р(1`- зар, у = 57+ рсозр — в30р + С, 


#35 выражен1й хи { в Функи?и р не трудно исклезить р и получить 
оби1й интегралъ. 
До ‘сихь поръ ий предполагали, что уравнене содержить два аргуиен- 
за. Перейдемъ къ общему случаю. когда въ уравненйе входить три ар- 
румента х, уиу'. Положимь, ны нифекъ такое уравнен1е съ 8-я 
арРунентаии. Покаженъ, какикъ сбразохъ моенъ занёнить его вовымъ 
дифферевизальнымь уравнен1емЪ 1-сй степени относительно производ- 
ной, Пусть кыфемз уравнене 

Е (х,у,уо) = 0, 
‘разрёшенное относительно у; 


уз Е(х,у') {ИГ 
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Введен новое перенжнное, - полагая 
у =р тогда у’ Е (в), 
Дифферепцируя по х, им%енъ: 


3, ЭЁ 4 
р = 3“ Зр ^ 


вы получили дифферени1альное уравнение, въ которое входить р, хи 
. Отвосязельно нослёдней полученное уравнез1е 1-ой степени, слё- 
довательно, ц\яь ваша‘ достирнута, Точно также дифферениальное 

уравиев1е ‘нокно заиёнитв. новымх, 1-ой степени относительно провз- 


водной ебли `только оно разрёшено относительно х. Дайствительно. 


вели 
=. (у,у!)- {19),- 
то полагая у’ =, р буден нифть 
х =, 2 (У,р)- 


в дифференнируя пох; 
ЗЕ р 9 ар 


1=— -.—.-. 
ЗРЯ: 
Но наыя нужно теяерь получить уравнен1е съ у, р, Г поэтому, за- 


ИВТИВЪ, что 
Эр - 92 . 45. 96 
3х ау 9х” Рау, 
перепинем$ наше равенство такимъ образомъ: 


8 
= р р. 40 


Мы получили дифференцтальшое уравнен1е относительно перемённыхь р 
и у при зень оно 1-ой степени относительно производной & Носнот- 
римз теперь, каккхх обрезомь можно нейтк общфй интегралъ даннаго 
днфференыйальнаго уравнен1я. Очевидно для этого придется исхлезить 
р изъ обжаго китеграла преобсззовезнего уравнен1я к изъ давнаго 
дифференц{альнаго уравненя. Напрехфръ, во второмъ случай, если нЕ 
опредфлимь обя1й интеграль поваго уравпеня 
5+ 


Ф(р,у,2)=0, 
то присоелививъ &ъ нену уравнен1е х=Ё(у,р) и исключая р, пайлемь 
эбж1й интегралъ ганнагс убзвнен1я.Бъ обоихъь предиествукдихь 
случаяхъ мы пооднолегели, что ураввен1е разофвево отвосительно 
элНого изъ аргужентовъ, Вотественно теперь обоатиться въ болёе 
общену случак, когаа урзвнен1е не разрёаено относительно ни од- 
ного изъ аргунентовъ х,узу'.Разскотоныь сп0с0бъ приведен1я 
уравненая къ уравно1ю 1-ой степели отноёительнс производной 
5ъ этонъ случаф.буденъ лэннов уравнен1е толковать, вакъ уравне- 

временно 

332 поверхности, зам нивъ эргументы ху, у'-коорлинатаци Е, м,С: 

(ЕС) = 0. 
Фредполозинъ, что кооолинать Е, п,С Поверхности вырежежтся въ 
фузкцти В=#$ вспомосазольнихь параметоовъ (хриволинейния Гаус- 
совы координатя).Рогаз дибферинитальное уравней1е замёнится 
тремя уравнен1ями вида: 

х=6(и,9); ужи(и, у); у'=Х(а, у) 
Если Зы изъ этихь тоехь усавнен1й ИС&ЛЕЧИЛИ и `Е У.ТО ПОЛУЧИЛИ 
би дачзое лифферени:альное уравнен1е.Еъ томф случев, когле вак- 
10е диффеознитальное усевнен1$ можно поелставить вь тажомъ вБи- 
д4уто его мочно асизести 5ъ човому виффесенальвонч узоарнен! к 
1-ой стзаззи отвосительво Проязводчой. ЬастьительНо ди ферев- 


дируя пасвья 2 


Зх= 92 ‘ды + 8%. ды; Зу- Ви аи + В ду. 
ву оц 5% 


Чеобы: получить пронзвовнуе 3% „разёвлимь 2-08 равенство на 1-3; 
тогда Эл + ди ду 
Хим) = а 
27 99+ 56,3 
5и и: 
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освобождая послфакзз уравзев1е отъ знамелателя нолучимъ: 


Зи + Зи 4 = Зо 45 
За ‘ 5-95 =, 98 у Чи } 


Это дифферена1альное уравнен1е 4-2 степени отвосително про- 
изволной (въ этомъ уравненфи аргументы ы,т,3%) „Бели мы проин- 
тегрируемъ его,то полузимнь соотноен1е вида:. 

$(и,я,С)=0 
Присоединяя &$ неиу & первыхь равенстве: 

х=ф (4,9); узи (и, у), 
получимъ по исключена 5 И х.0бщ1й интеграль первоначальнаго 
уравнез4я,.Послздн1й слузчэей будеть саивыъ общим слузаемь. Сбра- 
тинся въ разсиотрен{к частныхь случаевъ, въ которыхь задача ин- 
теграваи доводится до конна въ «ведратурахь.Таковы будуть: урав- 
нен1е первой ‘степени относительно хи у; 

Роду + Фу дх «И (50 
Я въ частности уравнзн1е Клеро. 

УРАВНЫНТЯ ЛАГРАНЖА И &ЛЕРО. 

Разсиотримъ уравнен1е первой степени относительно хи у, коэ$- 
Виг1евтеми при котооБхъ слуватъ функи1к только одной пооизвол- 
з0й у’'„Это Судетъ такъ незьваемое уравнен1е Лагранжа; ПослЁ 
разрфяен1я относительно у оло поиметь Ейлъ 

кф (у") + ч(у!) {4) 
Бведя у'=р, нь будзиъ поступать тадъ, акь поступале и раньше въ 
случаз разрфаенныхь относительно у убавнев1й.Дифференииоуя пс 


ру + (о'(рдк + +1 (9)] 32. 


Еоть то уравневте. которое мы получили БЪ результата нашихь пре- 


образован я. Это уравнев1е 1-ой степени отвосително производной, 


Озо замфчателью т$ыъ, что его ножно пооивтегрировать ввадрету- 
рани.\ь ыожемъ сзитать р за независимое перем нное, а х за за- 


ВИСИНОе.ПОМНОЖиВФ все уравцен!е ва ах и перенеся вс члевя съ 
ЭТОЙ ПОСИЗВОАНОЙ, ив наше урзвнев!з прелставимъ таз: 

о-в) ЧЕ = Фр +41 (р), 

1 ^ ' 

Мы очевидно, получили линейное уравнен:з.0 30, какъ изьфстно, ин- 
тегрируетса двумя вважратураии. СлЬдоветельно, двумя хБалратура- 
ми цы полузимь о01й интегралъ. 

В(х,0,0)=0 
Присозлиняя въ нему усзввен!е 

у=${в)х + +(р}, 
воалючая изъ этихь 2-хь усЕввен1й р. полузимъ: 

Ф(х, у, С] =0 
0081 интеграль давнего уравченя (исклЕЧе:1е р ножно было Зы 
19 ПРОИЗБОЛНГЬ, а ТОЛЬХО указать на систему Е-хь этихь уравзен1й, 
опрелВляющихь об1й изтерграль) дЕазоуотринь причьот на усзвнен1е 
Лагранжа. Положинъ, мы имфзуз усеБной18: 


ху! + у! 


или, ввод; оЗоззечен1е с виЗсто у", 
у= 20х #0’; 


лифферезцису? по х, получимь: 


вай разазливъ эго на р: 
3х, 8 Зр= 
ВК + Ех + 3р=) 
ЧР р 7 
3541й ивтегоаль этого убавнен1я есть: 
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$3 
хх“ -9 
ГОСУ 
Присоединяя скла у=2рх + о и исключая изъ нихь р, получаемъ о5- 
к]й интеграль даннаго уравнен1я.Ножно сохранить эти 2 равез- - 
стаа и оказать, что они опредзляют® общ1й интеграль давнаго урав- 
неп1я/Обрацаенся #% частному случаю уравнен1я Лаграняа, Предно- 
ЖИЫЪ, ЧТО ф(у!)=у* 
Уравнен1я такого типа зосятъ названфе уравнен1а Клер о.Йгак, 
пусть у=ку* чу (у!) (2) 
Пробуемь поимёнить къ нену прецизотвующ1й мыезодьОзозначая у! 
Зерезъ р, ныЗень: у=ря + (р). 
Лифферениирея по х, получаем: 
рту! 4 
р=р и" (21 ЗЕ 
волучечныуй результать отличается отъ преляествующихь Т$иъ, что 
злень свободный отъ ЗВ учиатожается и воз уравнен?е принимать 
ВИД: 2+4" (2) 98 =0, 
9х 
Уравнен1в этому мы удовлетвораиз, если обратиыь олинз изъ радто- 
пояь ВЪ О.ИТаяь наиЪ надо разсиатривать 2 случая. Бо 1-хъ корда 
=0, и во 2-хЪ, ога: 
х + у! (0)=0 {3) 

в изъ нихь даетъ р=С.Это есть оби1й интэграль преобразован- 
наго уравнен1я.Зтобы получить оби1й интеграль дэннаго уравнэ- 
в1я, надо Еъ нему присоединить 

у = рх + ч(р), 
К ИСЕЛЮЧИТЬ 0. ТОРЛР 


у = 5х + и(3), 


Это 25 ЬВТеррглЪ деннаго уравнев1я.Онь выражается просто: ес- 


ли намъ данс уревнен1е леро,то для того, чтобы найти обя1й 


Яатеграль его, надо у’занфнить въ урзвненйи произвольнымь пос- 


-вз- 


зоянныиь В, Обращаенся ко &-му слузаю.ЗдЪсь р-тове получаеть 
значене фузиц1и х.но свободное отъ С.Во р-новое перем нов. 


которое надо исключить.Присоединимь къ выражен в, найденному 
зля р изъ (3), уравнен1е 

у = фк + у(р) 
и исключимь изъ вихъ р.ПослВ этого ролучимь соотнонен{е между 
х ву. во своболвое отъ С.Это соотвожён1е будетъ также интегра- 
лоиз даннаго уравнен1я, но не общимъ.Не трудно сообразить, въ 
какой фори$ иожво его написать; онъ будетъ: 

Я = раждк + ч[р(х)] 
при земъ $(х)-то значен1е р, которое получается изъ уравненя: 
{3).Ве трудно убфдиться в$ томъ. что это осотновен1е не иокетъ 
получиться #з$ обйаго интеграла ви пров какомъ постоянном зна- 
чен1и С.Вы зваемъ, что обе1й ивтеграль даетъ частнёе илтерралы, 
если мы С даенъ частнья постояввия зазчев1я.Такныь образомъ 


последнее соотвошен1е, хЪ. которому ны привли изъ 2-го предпол 


в- 
в1я(поираввявъ 1-ый фазтгоръ 5), не эсть частный натесраль.Онъ 
изъ общаго ве полузеется. Д5вотвительно, обд1й ивтеграль даетъ у, 
хакъ линейвый ивогочлень относительно х-а, но наше соотношен{е 
вообще говоря, не линейво относительно х-а (танъ кавъ р(х} не 
востоянно)}.1акиыь образомь второй интеграль будетъ ввтеграль 
ОСОВНИ, ве получаеный изъ обшаго ве при каком» заствомъ постоян- 
воиф значев1и постояннаго 5.цосиотринъ, ваяъ эго получить. Для 
получена его ыы нохакчалиср изъ 2-хь уповнен1и. коли мы р 0603- 
зезинь 320235 С,то эти уравнен1я будутъ: 
у = Сх + +(2) ; 0= х+ у! (С). 
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Песвое изъ них совпедаеть съ общимь интегозлонз, второе же по- 
зучичся из пзовасс;если мБ въ ненъ будем хи у разсизтривать 
зазъ пареметрь и предифферениируень по б.йтакъ для того, чтобы 
золузить осозый ивтерраль усвьзен1я длеро»радо пролифферении- 
совать общ1й интегоель 19 Ся изъ 2-хь уравнен1й исклечить С. 
1р1еы%; которий оказался приголвымъ для нахожлен1я особаго ин- 
тэграле уравнен1я Блеро, какъ ‘увидимъ дальше, есть оби1й ипр1енъ 


заяожден1я особаго интеграла, если только уравнен1е вообще, до- 


‚пускаеть особый изтегрелъ. Бозьмемъь примёръ: 


10 Предьдущему обж1я интегоаль булеть 


= +1; 
у 2; 
чтоб вайти особьй интеграль Бело взять ураввзн1я 


Пуск + бах - 
25 ра 


И ИСКАЕЗИТЬ ИЗЪ ВИХЬ С.ОПОЗДЬЛИЕЪ РЗЪ 2-20 С и ьотевивъ его 


ЗнЕЗенле въ 1-08, им еыъ: 


_ ВХ 
ы Уё 
откуда у=/ёх или у?=ёх,Это и есть особьй ивтеграль,Онь ве полу> 


зается изъ общего ни при кахомъ числечвомъ значен1и С.Результа- 
тв, полученные при рёшев1и ураэвневая клеро, получають простое 
геометризесков толкован1е.всли перемённыя хи у мы булемъ раз- 
счатривать, какъ Лехзастовы коорлинаты, то обя1й интеграль 

у = к + +(С) 
булетъ уравнен1ень СЕМЕЙСТВА разлизньхь прямыхъ лин! й.Посмот - 
ричъ, что будетъ представлять изъ себя уравнен1е особаго интег- 


рала.Лля получен{я послёдняго, мь писали уравнев1я 
У=Ск + (3) и О=х + у! (5) 
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и затвыъ исключали С.Рочно такимь аз путемф вы находииъ уравне- 


34е огибающей семейства съ однимь параметроиз.Такиих образонъ 
иы Зудемъ имфть огиозекук доивую и ея касательния, которыя в об- 
оззуютъ денвое семейство прямыхъ.уравнен!е каядой касательной 


ЕЪ ОТАЖЛЬЧОСТИ дезть зестний интэгреле, а уравнен1е огибакщей 
ваетъ особый интегрель.Въ Томь частноиъ слуза$, воторый мы нив- 
аи въ примфрё, огибакиэй будеть паребола.Поинфчяя охезенное вБ- 


ие сюда, схазенъ, что уравнен1е параболы-особый интеграль, э сово- 
зупность ея касетельныхь дэетъ общ1й.Этинъ мы заканчиваемь раз- 
смотрён1е частныхь случаевъ уравнен1й 1-го порялка и перехо - 
дииъ далфе къ ихъ общей теор1и.Влихайшая наша з2даче буазть > 
СРОЯТЬ ВЪ ТОМЪ, Чтобы Похезать, что уревнен1е 1-го порядяе допу- 
схаетъ 06118 ицтегрзль к похазеть кахого озъ виза, Пелояее 
это Эыло впервые локеазано Саосру.Мн дохаженъ эту теорену для 
604%е общаво случая, а иненио ни разснотриыъ не олно ураввен!е, 
а ц$лую систему усавнен1й 1-го посядка и дохажеыъ супествова- 
в1е рзшен!й этоб системы, 

ЛОХАЗАТЕЛЬОТВО ПИКАРА СУЩЕСТВОРАНТЯ ИНТЕГ- 


РАЛА ПИФФЕРЕНЦТАЛЬНАГО УРАЕВЕНТЯ (ТЕОРЕНА 5ОШИ). 
Разсмотримь систему уравнен1в 
= ; 42 = 9: 
3 =, у, в, ...и); Ее ЗЕ, (куры, .. 1). 98 кур, .. а) 


Въ этой систеиф одно чезависиное перен нное п, ау, 2, ...и-п |УН 
&01й ЭТОРО Переизнваго.Пусть для нзкотораго численнаго ззачз- 


Н1Я х=х, дазьы всф численныя зназен1я занихь рузап4в 
уу у 28, ,..... Ц. (4) 


Требуется опоелфлить РУЗЕГИ у,2,...,4, УБОВЛЕТВОСЯ 
{1} и поинихева1я При х=хозаданныя значе я. доказзнь сулество- 
ваз тахого рёшен!я у,2,...0 нашей систечы и пои токъ эвивст- 
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венваго.При этом» намъ нужнс оговорить, какого ода ваши урвв- 
нев1я (1), т.е. какая функцаи стоятъ въ правой части. Предисло - 


жимъ, чтс намъ дана область изизвэв1й пзсемённегс. Пусть эва ©0- 
ласть лана около х.,Т.е.ин разснатриваемь вс$ звачен1я х-а ст% 
хо-а Аб хо*а.Рочно такъ ве огранязинъ область изяфнентй функ’ - 
448 у,2,...0.Вудемь разсматривать изыфнев1я фувкн1й: 

у-а 0ТЪ уУо-6 49 Уз 

2-а 01%. 2,-с ДО 2+6 ят. д. 

р отъ в. 040 вк 
Такинъ образомъ нами выязлена нёкоторая область О изызнен1й па- 
реньннахь х,у,2,...в.Йля казлего паремвнвагсо давь предёлы,Разе 
осматривая эту область 6, схажевъ, зто въ ь8й рунви1 Е,,Р„,., „Ел. 
должны быть конечными непрерывными ФуНкОТЯми (п+1) аогуцентсвъ 
х,у,2,...ц.йобавенъ еще Эторое требован1е.Ъсли допустиыз, что 
функции #; лафферевпируены пс любону изъ аргументовь у,2,.,..1 
(т.е.что существуЕть чабеныя произволния фузЕн1й Е;по аргумен- 


тамъ у,2,...й Е ЧТО ЭТИ производная конечны и вепрерьвнь Бъ 0б- 


ласта 0).т0 для ЕЗЖлОЙ взЪ прсизьСАНыхХЬ 
Е 5+ 1 


мозно уставовить въ области О высл1й предёль ея абсолктвой не- 


лЛИЧИНЫ, Т.е. и@зень указать так1я позожит@льныя числа А,В,....К, 
что въ области 0 вез время 


ЗЕ. 3: э. 
—\]<аА 1 жечь» к 
|5 ь ва |8 | | ыы 


и затвыъ, прииввяя къ функв1ямь .теорену о конечномь прираще+ в 


ви, возьмень разность значен1й кавой ялбуль функц и Е; для од- 
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НОРО и ТОРО Же х-в и разлизнихь у,5,...1, 146. ВОЗЬМемыъ разность 


Ву," .шИ КУ, 2, 4.1); 
ФСЛИ х,у!,2',-..0’ ИУ, 5,...и ЛЭЖатЪ въ упомянутой области О,то 
эта разность по теоденв о конезнонь прирацен{и, прелставится тав 
э!. э#; ЭР: 
ту ау унии 8") а) ане* 4... (ити) Се) зы (8) 
Г4$,т,В,...ы ЗЭКЛЕЧАЮТСЯ между Уи у', 2 Но’,....и и и', 


Абсолютная величина разнос%и 


у, ат) Ех у,,... п} 
будетъ равна ‘абсолятной величия сумны (2).Лелфе,такъ вакз аб- 
„солялная величине суниы невьше суммы абсолютныхь велизивъ сла- 


гадыыхь, то мы будемь имзть: 


увижу т, ео) | <4 [уу] +В [в'-в |+. 1В а’ (3). 
Итахь ин будемь имфть такое неравенство (3), разь только сущест- 
вувезеконечныя, непозрывныя произволныя въ области В.но если из- 
ВВОТНО ТОЛЬКО, Что существуеть неравенство (3),то функе1и Е; мо- 
рутъ и 53 ЭаТЬ ирферениируены Воэтону требован1е о существова- 
н1и застныхь произволныхь мы замфнимь требован1ень о существо- | 
ванзи неравенства {3) въ области О.Итакъ второе требован1е фов- 
мулируется такъ: существуеть рялъ такихь положительныхь чисель 
А, В,С,....ЧЗТО ВЪ области О сушествуетъь веравенство: 


| са [Ау [#8 [в ' „АВ [4 


№в будемз предполагать, что для всфхъ значен1й аргументовь выше- 
указанной области всё неви Фунёп1и {; удовлетворяют» этону тое- 
бован1е.Это услов1е называется условфемь Липаица( {1 рзсв1 62}. 

[ри наличности такихь услов1й. ын можемъ доказать такую теорецу: 


для вофхъ значен18 х-а отъ к.-В до х,*6 га п накменьнее изъ 
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зисель ряда: 
ь < . Е 


а, --› 


ВЫ в 
существуеть единственная систеуа функ й У, 2, ...й,УДОВЛЬТВОряЕ— 
цихь систем (1) и при х=х, принимающихь данныя звечен!я у., 2, 


....0з.@ри ТОН М-Превосходить наибольшее изъ шах1шог'0вЪ абсо- 
дютныхь величинь Бунки1й Е; въ данной области р,т.е.М такое по- 
дожительно? 3исло, что для каялой фувкоти 11 
(у)... ) |< ы 

для вофхь знечен1й аргументовь въ этой области. Доказательство 
этой тзоремы изложимь по ПИКАРУ.Искомыя озшен1я мы будемъ нахо-. 
вить нетоломъ послфдовательныхь приближен1и.за начальное приб- 
лижен1е къ фУВЕПЯМЬ у,2,., 40880 СЧИТАТЬ У.,2.,-, бо ПОСТОЯН- 
чвя).Назовенъ. это приближен1е нулевниъ или нулевого пооядка, - 
Иценъ тепесь первое приближен1е у,,2,....м..МЫ ИХЪ тазъ опрелв- 
Лим: 


Чул=Е- .}: 9 
ЗЕ, У» во».. 05; Е (К, уовн, +2. 1-) 


ВАВААЮ 


98 
"ЕЯ и (х, Ул, Во, о. а) (4) 
Правия части сутЪ данныя фуни1и х-а.ФувЕ1и у,,2.,,,.м, опре- 


длятся изъ этияъь вирфеозни1альвыхь уравнений и услов1й, что 


при х=х, ‚у, ту. , 2,28. ›.... Чо 
Яхъ не трудно найти квадрат урани. йыфемъ, очевилно 

ит Е. (Х, У, Во» а. . По), 
такъ какъ при х=%5 предълы интеграла равны и интеграль равеяъ 
вулю. Аналогично : 

ви-вь =" .(Х, Усова»... )9к И Т.Д» 
Такииь образон® мы нашли функция х-ау,,2.,...4. 970 булеть 
первое приближен1е.Помощьв ихъ вайдемь также второе приближе- 
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и 


не, которое назовемь у,,2,,...м».9то будеть рядъ фуницай х-а, 
зотория принимають ланныя значен1я у,,2.,...1. П0И х=х. И удо8- 


летворяятъ систеы уравнений: 


Чу. 92 
За и...) 


(К, Уре: за, 


. ая, 
1 
я, внаа,. о.) (5) 


Правыя засти опять ланныя фунап1и х-а; слёловательно у», 2», ..Ць 
найлутся звадратурами: 

ут руна, „В к-т“, „..щ.)ах итТ.А, 
Такимъ образонъ ия нашли функ! и х-а у,,2,,...и.,КоТОрыя улов- 
зэтворяютъ начальному услов1ю (А), Мы можемъ продолжать такъ 
далфе и но каждому тоиближен1ю ваходить сяВдубщее ухазаннных 
путень. Пусть им узе нашан приблиненя Ур а,виа,... Ир. 


съ помощью ихъ вайдемъ новия приближен: Ур, т, ...5н.ЛЛЯ 


этого имвемъ ряль слфаукщихь равевствъ: 


Чу. ..@8; 
О В В и 


ЗЕ, Ува, .. 


. {5} 


Точно тазъ ве присозлиняя свдё услов1я (А),мы Найленф Ун,тщ, ..-. 


ивазоатурами 

Ув. - У аа . «бах ит.д. 
4001600ъ ЭТСРЪ нозно продолжать неогранеченно, и ин булемь полу- 
чать приближез1я все большагс и большаго индекса ш.Намъ теперь 
вало доказать, зто пуи возхь значен1яхь х-а отъ х,„-в 20 х,+В 
значенья возхь-фУВкИТ: Ур 21,...6 Н2.Оудуть ВЫХОДРТЬ и3Ъ 00- 
ласти О0.Бо 2-х докаакъ, зто вс эти функш1и заслуживають ваз- 
вантя призлижен1й, т.э,Ято увеличивая п, мы Зудень приблихаться 
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къ ибкоторииь опрелвленнымь предфданъ, т.е. мн будемь инжть, что 
148 „ун(х)=1 7; 14 ква 00) =2(х) 
и т.д, при Чемъ функали 1,2,....0 будутъ искомыни рзиенаями, т.е, 
он8 будуть удовлетворять сиотен$ {1} и услов1янз (А).Покажемъ 
теперь. что значен1я рунка1й 2 выходять изъ области О;уь, во. ам 
лежать въ этой области;обрацаемся въ равенстванз: 
уро Ра, Уорвь» -. льдах и т.д. 
Абсолютная величина интеграла будеть ноньше ‚ч8нь произведене 
абсолютной величины подъинтегральной функи1и {, на абсолютную 
величину разности предфловъ интеграла;и неравенство усилится, 
если ны абсолютную велизиву подъинтегральной функвди замёнимъ 
вышетпомянутныь числомъ М;т.е., 
[9з-уз| < М[к-ко |< МВ, 
такъ какз х 18146, ЧВыь На п ОТ х, 16 узодить.Роныа также 
[ва-вь| < м[х-х. |<Нв в т.д. 
Во в-наименьшее изъ чиселъ ряде з,1.2,..,., п, сльдовательно, 


ММ м 


№636 , М65с , . МЫ, 


олвловательно 

филь | < ву [аа | < снт. А. 
Такимъ образсиъ ны лохазали, что у,,1:,....й; #8 ВЫХОДЯТ® ИЗЪ 
установленной области. Лалфе аекаженв, что въ этой области наха- 
дятся также у.,2,,...и,.Аля этоРо мн разсыотримь равенства: 

Твое аак рая ИЕ, „шах 
в 11Д.:Х-Н2 ВЫХОВИТЬ По Предполозевак азъ области О;относителк- 
#0 9.,2.,...0: МЫ доказали приваллежность ихъ аъ области, а по- 
тону казнь и раньше, имфенз: 
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[5-я ы н[х-х, [< МВ Я „-в.|< м хх] <мВ. 
# т.д,Вспоминая теперь, какъ вибирали В, мы прилемь къ тому ше 
результату, что и раньяе, з именно. 

2-55 % у [ви-во |< с ит.д. , 
7.0. Ур, 8, +. «6 ВНХОДЯТЬ иЗЪ обзасти О.Прололная так1я раз- 
сузденЕя далве, ны увилимъ, что разъ будетъ доказано, для уз, , 
2х, -.- рол, ЧТО ОНФ Ве ВЫХОЛЯТЪ ИЗ области, то можно будетъ 
поназать, 9710 У, йн,,..0в Те Не В5504Я1Ъ изъ области. АВйст- 
вительно, по ихъ ввражен1ямь мн найлемз: 


«ив $ 2ш-вь| < | к-к.| < Ма, 


[уш-э.|< #х-х 
ит. д. или Уд-Уо | ;| 8-8] < о Т.А, › 

#00 МВ меньше любого изъ этихь чиселъ.Итакф ин локазали, что 

воз функн1и, которня ыы брали, аля возхъ значенЁй х-а отк х.-В 

20 х.+в не выхсдять изъ установленной облести, Делье ‚нанъ надо 

доказать, что эти приблияен1я стремятся 5ъ опфелзленнныь пред$= 

ламз.Лля доказательства разсиотринь разности послздовательныхъ 
приближений, а именно разности хажлагс поибличен1я со своиыъ пр 

предьдучные.Оляу изъ такихъ разностей мн уже разсматоивали и 

доказали, что 

фея иске] 
точно также и 
[в.-в,| < №] х-х | Е Т.А, 

Пережодимь &ъ олвлующинь разностямь этого типе. Разсыстримъ 
у.-у..Мы ичфли выразен1е ддя у»-У. И-ААЯ»у,-у.;вычитая изъ пео- 
вой сазности втору мы получимъ въ правой частя разность двухъ 

интегралов®. а так» какъ преафль ихъ обя1е.то будешь имВть, что: 
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х 
ня ЦЕ, дуть, сель), Скувивь» ово я; 
аналогично найден выражен1е АЛЯ #,-2, и др.Замфтииъ, что полу- 


интегральная фунаи!я зоть сазность значен1 фуниши Е, для од- 
ного и ТОГО Же знзчен1я х, но различныхь у,и,....и.Есз аргументы 
находятся въ области Па для збеольтной величины сазности мож- 
во воспользоваться нзравенотвомь Липшица.Занфняя подъинтеграль- 
ую разность ея госолятной величиной, ны абсолятную величину ин- 
теграла увеличимъ.Ова еде болже увеличится, если абсолютную ве- 
зизину полъинтегральной разности чн зазфнимь холичествомь болБ- 
ЕИЫ$; итахь : 
[9:9] Чан + 8 [2-85 |+. к [вое | | . 

Мы ВИАВЛИ, ЧТО 2бСолютныя велизиня сазностей у, -у, | {в,-в.] Н т. 1. 
мечёе и[к-х.|,а потому неравенство‘ усилится, если ны замёнимь въ 
немъ эти разности черезь М |х-д.] „При этоиз можно будет взять 
за знакъ интергсала №9,гдр Че0езъ 9 5 обозначинь слВАукщую сум- 


му: Э=А+В+С + к, 


хоторая въ дальн аленъ будетъ часто встр&зеться. тогда будемъ 
ныть: у, | < мак а»; 
а 

янтеграц1ю нетрудно выполчить и тогда получиыз: 

а ска : 
Зотъ окончательный предзлъ для уу, | УТОТЬ же самый предёле 5у- 
деть для абсолютныхь величинь оезностей: 

[#„-в|, ... м-в. . 


Итакъ мы иыфемъ: 


ля [< о Е *, за, | за НЕ 


в такь далфе.переходимь халфе къ вычислен1ю выражев1я разности 


у, -у», Она булеть также выразаться интеграломъ и будеть: 
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х : 
Чья ИЕ, ти, о ь Е, Оу вь, о, Лах , 
° 
Опредзляя абсолютную величину |у+-У» | › заи®нниъ водъинтегральную 
разность ея абсолютнымь значен1емз, и примёняя неравенство Лий- 
типа, по предадущену, получим: 
х р р . 
ры < Ау] + 8|8,-в, |+... 8 щи. |#ах|. 
Хо 
Мы усилииь неравенство;если произвелень слфлующук замвну; вве- 
дем въ посд%лн1й интеграль вызсто предилущихь разностей 


. кк 
[ужеу: |, [5-2 |.... варанене на ик 
тогда будемъ ить: 


Бах =и32 Е ЗЫ 
Х Г.Е .2.3. 


тоже самое получимь для]|а.-в,| и др» Элфловательно ин буденъ 


ре-у» [< №9* 


ПУТЬ группу неравенствъ такого типа: 


фея мох 
Эти вычиолен1я ножен продолжать ий далфе.По аналоги видно, ка- 
ховы будуть результаты, Гакинь образомъ, мы придень хъ групп та- 
кихъь неравенствь: 

ри ее 
Не Трудно доказать, что эга формула общзя.Прелполагая, что предн- 


душ1я неравенства: 


| х—х.| 


Ура Ува! < МОЕ К 
| №- в-* ЕТ 
судествуктъ, пифец: 


х 
| Уш-Ув-я | =/ Ура. Чада), (Уре бра» бриь) НХ, 
В 


Понывняя услов1е Липшипа, найлемъ: 


х = 
аи О ава] а ; 
такъ какь- для разностей типа шея формуля уже выведены, то 
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и: 


& | к | 
Г ик т `@х 


штан- [< 89 = 


Итакь мы нызенъ: | 
[-] 
[ув за. < 69 зы ав < м" ры ит.д. 


зто и требовалось доказать.Разсмотримь лалфе тахой рилз: 


= ева [к.п 
ы 2! 


Уо* (Уд) + (уж-ул + (Узун. Уд-Ущн)*. {7} 
Вс членя. этого ряда функц!и х-а.Разсмотримь сумну (в+1) чле- 
НОВЪ ЭТОГО ряда.пазьвая эе черезь $0 будем ВЫТЬ: 
Зату*Ууз-Уо+У 2-91 Уз У, Уи Ува - Ув 
Сунма вонечнаго числа членовь оавна уз.Поедиолояимь ‚ЧТо мы до- 
казали схолиность ряла (7).Онъ будетъ оходяя!йся, если сущест- 
вуетъь 311 8175; 

.1=® 
такимь озразонъ, если ны дохаженъ сходимость ряда, то мы дока - 
чеяъ, что существуеть предъль: 

За у,=1(). 

1== 
Точно также ны будень поступать для доказательства сувествова- 
вфя поедвла 111:2,=2(х) ИТ. д. 

1=> 


Зтобы доназать сходимость ваБего ряда, сравнимъ его съ другивь, 
Возьмеыъ: рядъ 
ни | [хх |: + акк. | +... ва | х 
т + №3 152 а +... ря +.,. (8) 


Если теперь &ъ этой суныв поибавииь Ма зесь рядъ ушножинъ на 


Э и разадЪлихь на н,то Зудедь нивть разлочен1е показательной 
функцаи, т.е. шы получихь 2831048819 е3 [Х-Х-| сльдовательно, до 
варихь  позобразован1й рядь {3) ревелъ: 


мия ры 


Рядъ (8). зотосыё мы получаень изъ разлочен:я показательной 
Буцкн1 и, завф4030 `СходЯа1й Ся. ВСВ члены его полохитзльны, и оыъ 


булетъь савзомврно сходящиися, Соаваииъ теперь этотъ. рядъ съ на- 


Жи. 
1. Ъ. Боли ми 


инфеыъ сходящ1ся рядф съ положительнымх членами и затфиь другой 
рядъ абсолютных величивы членовъ котораго меньше осотвётетвующихь 
членовь предндущего ряда, то этотъ рядъ будеть также сходиться; вь 


силу зтого будеть сходиться и ванъ рядъ (7), а также озевидио к 


рядъ: Уе |, - Яо] +[ Ув = УЗ +72 [Уре Ув; 
1.6. рядь (7} будетъ сходиться “абсолютно”. Еромз того, онъ будет 
сходиться н равномфрно, такъ какъ члене его во ебсолетной величи- 


13 неньше членов ряда (5), хоторый - равномфрно - сходяя1йся. Га- 
химь образонъ рядь нашь сходится равнонзрно и абсолитво. Ра: тек, 
то по предьдущену существует предёдь для у, 


Ни Уд = 7х), 
и Функця эта будеть непрериваа, такь какф если ын нивемъ равнс: ; 


рно - сходящ1йся ряд, при чемь всф члены - фувкц1и непреривныя, 
то.и суныа его будетъ нелрериеная функц1я, а всф члены нашего ря- 
да были непрерувныя функцфи,. таль какъ они выражались интегралани 
у хоторыяь подъинтегральныя фунаШк #; непрериввыя Ффунец1и своихь 
аргунентовъ и аргукентн сами № себ тоже кепрерывныя фувкц1и х, 
Вь послёднемь кожно убздаться изъ разсыотр®н1я постепеннаго ихъ 
получензя. ДВИствительно: у., 2,,..;;.и,.- ненрерывныя Функи 
слфдовательно, у„, #,,-......щ, Тоже непрернены, такъ какъ они 
получаются явадратурой непрерывной фучЕцк Е т.д. Итакъ иы дока- 
залк судествован!е предфла для уз точшо таке дохавемь, 


в за = 8(х) 
= 


‚ гв 2(2).-- вопреривиая фунип1А и т.д. Фешерь остается поснотрёть 


удовлетворнигь лк 5  Функифи начольнныь условлень (4) в диффе- 
ренцфальнимь уравневёлнь (1). Первому услов1ю всё взйденння фуне- 


Щи УДОБЛЕТЕОСЯЮТЬ, 18Е% кекЪ 506 кремя инет, чтс даях =х, 
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кЦ1Я 
эибвя фувки Уш (Хе) = у. - 
Слздовательно и в% предфлф 


Иа Ув (о) =, Е 21%.) = 26 итд. 


Остается провёрить удовлетворярт® ли онф нашимъ дифференц1альнымъ 
уравнен{ямъ. Напишемт 1$ ураввен1я, которыюъ удовлетворяють Нани 
приближеня. 
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у, 
9 > ЕО, Ува, р, - Ида); к =. Е. (К Ушба + Пия) 


и т.д. Казалось о, 970 для’ доказательства нашего положения СТОИТЕ 
только въ предндущих® уравненаяхь перейти къ предзлу. Но не трудис 
убздиться, что такое доказательство было бы не стрего и могло би 
привести къ онибкв. Действительно, ‘въ этомъ случа мы брали бу 
предёль производной и говорили, что овъ равень производной предё- 
„ав. Но это иожеть быть.и невфрно, такъ какъ сама производная -- 
предёль и слёдовательно, ны имфя двойной переходъ‘кз предзлу,  хо- 
тиыъ ифнять его порядохъ, Ноэтому ин будемъ исходить изъ слёдую- 
цаго нырашен1я приближентя 
Уш - 9 = [ Е, рад». аи _2 85. 

д уже здфсь ‘перейдем &ъ предфлу; ув_а, ща» --2-›Уш» Вр - + -СТре- 
нятся каждая къ опредфленному предзлу, т.е. взявЪ в достаточно 
больвнив, мояно оказать, Что для любого Значеня х-а 

[66 — эва < 56 [80 - ва] < 

[бу - Увы] < [50 -щ Л <е ит 
гдё =`- произвольно нгло. Ирихиная это во внинане, мн ножемъь пре- 


дадужее равенство переписать такъ: 


(а: + М -3) = и тривьсть ее) На, дах: 


_ ва - 


+ Г #.0,1,1,.....0) ах. 
Хо. 


Первая разность въ скобкахь слёва и разность ивтеграловь справа 
обранаются въ предфлф въ 0. Д®йствительно вз силу услов1й Липница 


(которое здфеь можно примёнить) 


осины.) - 2. (,1,5,..Зак| ‹ Г Аша - 9 + 
1х, о 


+.В [вн - 2] о 9а| , 
‘иножители при &,В.... меньше =, заыфняя нхъ черезъ е,мы усилашь 
неравенство, которое по выполнен1и интеррад1й, даеть намъ, что л8- 
зая часть: 4 0е.|к- х.| Понятно, что блародаря произволу ‘выбо- 
- 
рав, правую`часть можно одълать`какъ угодно малой и олёдовалель- 


0 въ предёл8 для в=® 


118 {Е иле в в) — 1, (5,18, ..0)} 9х = 0 
о 


Слздовательно вз предав обратятся въ нуль: одзва разность, справа 
разность интеграловь, и мы получимъ 
У - у = убил...) 4х. 
.Анфференцируя оставнееся, получимь: 
4 =. (,1,2....) 


гы 
т.6. мы видиыь, что’ найденная фувкт1я У удоваетворяеть первому из 


вашихь дифферевц1альныхь уравнен1й. Точно такие дохежехь, что эти 
фуниц{н удовлетворяют» и остальивиь уравнен1ямь. Такиих образонь 
мн доказали, что Функц! и 1,&,..0 непрерывны, принимать заданиия 
начальныя значеня и ‘что он8 удовлетворяютъ даннымь дифференийаль 
`аыиь уравнен1янь (1). Теперь ведо показать, чо эта свстема един- 
ственная, что други№ рёшен1й которыя удовлетворяли‘ вы т%и% че ус- 
аовямшь (4) иёть. Говоря о у,я...а, мн говорили о непрерывнихь 

функдЁяхь, иыйющихь так1я же производныя (послзднев витекаеть из 
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того, что эти производныя выражаются написанной выше систеной диё- 


ференцтальныхь уравнен1и). Полояимъ. мы чанли одну такую систему 


рашен1й . 

У(х), ах), ..... А а (х) <{т) 
и пусть существуеть другая система обиен1Я 

У(х), 2(*)... Лк) [29 


при чемъ при х = х,. системы (1) и (11) совпадавть, для другихь ве 
значений х-а они вообще различвы, Выдзлинь промеяутокь Аля изизне- 


1й х-а 075 х, - В ДО х,. + В. Геометрически это значить, что ме 
разсматриваенъ значентя х-а на отрфзкв. АВ. При этомъ в не должно 

Ээдь [43 - превышать того значеная в, которимъ 
ыы выше ограничили область для измфнен1й х-а. Разецотримъь слёдув- 
ц1я абсолютвыя величины разностей 

[560 - эх Во - #0]... [96 - | ^ (1) 

Всё эти абсолютныя величины разностей будуть непреривныя функщи 
х-а. Факимь образонъ ны имфемъ рядь положительныхь (такъ какъ бе- 
рутоя абоолютныя величины) непрерчвныхь фувкций; При хекь в08 ' 
они равны 0. Въ такомь случаз при изифчеши х 5$ данной области 
ЗОЖНО НАЙТИ шахфшиав для хаждой изъ нихь. Укаженъ эти пахеоа "Ы ДЛЯ 
1-ой, 2-01, и т.д. разшостей. Пусть они будуть соответственно е., 
в2,..-ва. ПОЕ ЭТОИФ ВСЁ ЭТИ в; паха: и, орал достирають ваши 


зунквфи. Выберемь изф аихъ найбольн1И. Чусть наибольнай #35 в: 8». 


будать в, т 


а АЛЯ ВСЯКагО в; 
$ Е, 
к$рз, одна дослигезть этого зна- 


Изъ дунафи рядё (5), по р 


ченя = при чёкоторомь х; ® - полохительное число, или вуль, если 
всё фучанак (1),(11) совнадаюте. Далфе разсиотрииь производныя 


15хъ разностей, абсолютныя величины хоторыхь ми ране выписали: 
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а - | 
а-я =, Е.(х 1,й...0) - Е. (х,у, 2...) 


80 - =) ` 
ах = Е» (х,1,2,....0) - Е, (ху, в, и) # т. Дь 


Золи теперь проинтегрируемь эти равенства, то получвиь упомянутыя 
зезнозти. Ивтегроруень ихь въ предвлахь х их. (тогда при х =, х, 
получииь О и фунц1и совпадавтъ). Будемъ имёть: 


х 
-у= { 4, 1,2...) 2, (х,у,в,. а) ах. 
© > да р 
Ймзя эти выражен1я можно найти, наивыся1й предфль абоолютныхь вели- 
чивъ разностей | - Ы и др. Кояно написать, что |У(х) - (х)| 


неные правой засти  аослфдняго равенства, ‘въ воторой подъинтез 


$ ея абоолютчныыь звачен1емф, а это по- 


сральную величину зави 
слёднее, еще большимь, пользуясь услов1ень Липиица 


Хх 
М) - 6)| < и у +8 8-2 че-ичк |0 - [ах] 


Чехду прочинъ сейзасъ же являются огразичен1я для в, Бго надо выб- 
з2ть тадъ, чтобы вь промежутЕВ (херактеризуеноы В)функи 1,2... 
тое не выходилн изъ указанной облаоти П(иначе вельзя было бы при: 
ЫВНиТЬ 7610818 Янишица) .Во ри х = х. Эти фувкц1и совпадають съ 
У›2,...ц, слдовательно воегда в нояно подобрать столь иалкиз, что. 
к функц!и не выходили изъ области. Замёнииъ каждую изь абсолкт- 
НЫХЬ ВЕличинЪ |+ : |, |2 - 2 42резъ а, которая есть ваибольная 
изъ шак1иии'овЪ этихь разностей; =`- нзкоторое полояительное чис- 


19; его вынесемъ за скобки, тогда обозвачивъ черезъ 9 сумму 


Зудемъ инзть 
15) - 7] <0.,. [х - Хх] * 
Оовернезно также иейдемъ анелогичныя неравенства для остальныхь 
разностей. Итакъ всв абсолютный величины разностей 
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[569 - 9 ; 2%) - 265) . 
ншеньше слздующаго выражен!я: 


156%) - ц)] 


. 
|= ж [9-Е < В.0.е. 


в пока еше произвольно. Оно только не нсгло быть больше н5которыхь 
зиселъ. Наложинь еще оРраничен1я нео В. Нотребуемь, чтобы во было 


неньше или равно $ , т.е.10 $$ . А для этого нухно, чтобы в было 
= 3%; ТОРДа во функии (111) будуть меньше & = . Итакъ мы имфень 
35 области, изщаненЯ х (х, -В,,..хо + В) 

уфы а < 4] фе 
Ма привли къ противор8ч1ю, такъ какъ черезь е мы обозначили Наив 


больш1В изъ пахшиш!овь ВЪ Томь #8 самомф проиежутк®, который иы 
выбрали, Выходить, что для функц! ряда (ТЕТ) наибольвАй изъ шаха 
з0'0вЪ больше возхь ихь. Противор®ч1я не будеть, евли только ив 
ПОЛОЯИМЪ = = 0,. слфдовательно, фувкцти совнадаютъ. Итакъ ин доказа. 
ли, Что для х въ променутк® х, —- В их, + В наши фувкц?и вепреыйн- 
ло совтадутъ, Теперь какимъ же будеть В? Воли ово прежнее, то по- 
ложен1е. наше будеть лохазано. Это будетъ тогда, корда новыя усло- 
81я для В не будуть стёснять ранфе наложенныхь услов1й. Воли же 
зовыя требован1я не заключаются въ прехнихъ, то еще мн не доказа- 
11 совнаден1я функций (1)`и (11) во всем прежнемь промежутке. Фог 
да вы ножехз‘`итти далфе такъ: мн ножень повторить процессов, прини- 
23Я х. + В за новое, начальное х. к повторить паши разсужден1я, пе 
ка не исчернаенъ весь промежутодь. Факинъ образонъ иы уб®дились, 
что начальннии даннныи (А) внолнф опредёлявтся система рапен1й.При 
ЭтОмЪ ны доказали сувеотвован1е ознен1я въ нёкоторой области. В0з- 
никаетв вопросъ, нельзя ли эти фувин{и, какъ говорять, продолжить, 


Нельзя лн вычислять эти рёшенйя дальше. половииь, что у насъ сё 
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вычислены для променутка х. -Ъ, х. + №. ТюРда х. +. В принниземъ 
'за начальное зназен1е перемвннаго х, +В =, х} ‚торда у нас полу- 
чится новый промежуток: 97% х! - № 40 +. Б', 85 коТОромъ может 
опять примёняться иетодъ Р1саг4'а, Новый промежутокъ будеть захва- 
зывать прежн1й, но вообне выходитъ изъ неро вираво; такимъ обра- 
зом чожемь, „продолжать” наши функц1и, Пусть тенерь п = 1,-т.е.раз 
сиотрииь одно уравнение 1-го порядка, вида 
%. = (ку) 

Иримёняя къ этому разве общЛе результаты и при виполненли осе 
зовных» требован1й относительно фувкцаи 2(х‚у). т.е. если функция 
{ непрерывна, конечна и удовлетворяеть условак Г1рзев14я'а въ об- 
ласти 01$ х, -а до х. +а; И отъ у. -Ь АО уе + Ь,и если ;для. эти: 
зваченй НО < В мн получимь, называя зерезъ в меньшее изъ 
двух» чисел$ а, * ‚ Ая значен1й х въ предзлахь 07$ х. — В до. 
х. + В. (напринзрь иетодомъ -Р1сага'а )единственное рфиен!е у, кото- 
рое для х =, хь обращается въ у,.Будемь изчять теперь начальное 
звачен1е у.; тогда будем получать различныя функи1н у. Вообще мы 
зовем полохить 

| у = ш(х, 5); 
уь У насъ произвольный наранетръ. наше рёшер1е есть функ я хи 
одного произвольнаго постояннаго. Кн приходинь къ тому не резуль- 


гату, съ котораго начинали изложеще теор1и дизференитальныхь ура 


внен1й. Вс® рёшен1я вообще говоря, точерпываются уравнен1ень 


у = ч(х, 55), 
Хожет$ получиться рфнен!е и въ друрой форив 
у = 9(х,С), 


гдз б- произвольное постсзяное. будетъ ли это общее рфшен+е? Еооб 


де да, и мн иожемь дать. яритер1й для разрфшен1я этого вопроса. 05 
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вэе ршен1е то, которое ноет получаться по теорем Коши, итакъ, 
вопрось в% тонь, моземь ли ив опредфлить С такз, чтобы при х=х., 
3140 у = у». Услов{е 

Уо = 9(х.,0).: 
вообже позволяеть найти значене С для любого у.; итакъ напе рёше- 
не 
у = 9(*, 5) 
эсть также обиее рёшен1е, совпадающее съ тёиъ, сушествованте кото- 


баго иы доказали. 


ОСОБУЯ Р&НЕНТЯ, 
Череходикь къ изслфдован1ю обобыхь рувентй дяфференцлальнаго ураБ- 
21я, т.е. таких рёнев1й, которня не получаются изъ обжаго ни при 
хакихь частныхь значевяхь произвольнаго постояннаго. Пусть диффе- 
резвфальное уравнен1е дано въ вилё 


у = Е (х,у) (1) 

Е пусть 
и ен а 

есть рёчек\е уравнеш!я (1).ДаемЪ- х какое зибудь знеченте х, и вь- 
ЧасАЯвиЪ _ 

Уь = э(х.). 
40 теофем® кови существуетъ здичственное рфпев1е уравнен1я (1), ко- 
зорое при х = к, прининаеть даннов зназене у,, если только вз 0б- 
ласти эначен1й к., у, Функн1я Ё(х,у} удовлетворяеть извфетлехь ог- 
вапичен1ямь (пепрерывзость, услов1е Лепнига). Такимь образомь рё- 
16312 . 
у = з(х), 
вообще говоря, получается по теоренз Коши и слёдовачельно оно 
эеть частное, получаеное изъ общаго при честномъ значении произ- 
зользаго постояннаго. Если бы для выбраннаго значеная х. и соответ 
явувзаго у, Функшя Е(х,у} не удовлетворяла условлянь теоремы 
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&оши, то иы могли бы измнить х, и такимз образом въ ОЕЦФ ков 


цовь все же получили бы у = 9(х) 
захъ частное рфнеп1е по творвиф Коши. Отсюда ясно, что рёшен1е 


у = (к) 
не получается по теоремё бои в слфдовательно можеть быть особынъ 


только тогда,. если для любого хи для соотвётствующаго 
у= 9} 
функця Ё(х,у) не удовлетворяеть у’сорфямъ теорены Копи. Такъ на- 
примбръ, если предположить, зто функн1я 2(х,у) для всёхь конеч- 
нихь значен1й аргументовь вепрерывна и что существуеть непрерив- 
яая частная производная я ‚ 10, поинииая во внйиан1е изложен- 
ное вз предвдущемъ параграф, легко убфдинся, что если 
У =. 9(х) 
есть особое р5шен1е, то для любого хиу = ‹(х) частная производ- 
ная Е должна обращаться въ безконечность. Въ самомъ д$л8, въ про 
У 


тивномъ случа$ для какого -либо х, и 


Уь = 9) 
фузкпля #(х, у): удовлетворяла обв услов1ю Липвица в рзнене 


у =, 9%) 
было. бы частнниь. 
Прин ръ1. 
у зУу-Я+1 


ЗаВСЬ 
Е (ку) = /у-я +1 
ЗОНЕ ЗИ 
ЗУ 2/“у Е 


По предыдущему особое рёнен1е можеть получиться только изъ тре- 
бован{я,. чтобы и обращалось Еъ безконечность, что даетъ намъ 
у =х. 
При этонъ значен1и у имбемь 
у’ =1, 
и дифферевитальное уравнен1е удовлетворяется; слёдовательно мы 
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получили рфиензе ураввен1я. Общез рёшен1е легко получимь.  освобож- 
дая‘ураввене отъ радикала и замфчая,: что оно привадлежить къ. ти- 
пу уравнен1й Лагранжа. Инфемъ 
_ 2 
ук + = с) 
Ни при какомь постоянномъ значенти $ отсюда не получииь у=х, 
сл&довательно это нослфдиее рфшен1е есть особое. 


Предположииь теперь дифференц1альное уравневе въ общемъ ви 


4% 
(ху, = 0 (2) 
Разрёшая его,: имфемъ вообще нёоколько значен1й у':. 
иж, © =4,2,...) (8) 


Пара значен1й х.,уо. слёдовательно опредзляеть здёоь не `одо рзие- 
116, а нЪоколько въ силу той же тесрфемны Копи; такъ какъ мы моженъ 
эту теорену принйнить къ любому изъ уравкенй (8). Ограничииоя та. 
кими ‘уравненяыи (2). для которыхь функизя (к, у,у')- конечна и не 
преривна для всёхф конечныхь зназенай аргументовь и допускаетъ 
«таковыя же производныя по аргументамь, Въ этомв предположений оп-` 
редзлимъ услоз1я при которыхь рёшен1е 

” у = $(х) 
уравнен1я (2) можеть быть особниь рВивиаеиь. Вю извБотной теоре- 
мё тесрфи функц:й уравнен1е (2) опредзляеть у’ какв функи1ю хи 
у, и эта функиля 1(х,у) хонечна и непрерывна и допускаеть таковня 
же производныя, если только для разснатриваенихь значен1и аргу- 


ментовь частная производная 8 не’равна вудю. (Въ частности про- 


эу' 
изводная Е опредзляются изъ равенства 
3. 5, 5, 
Эу' —Эу * у =0 ›. 
Тажимь образомь, если для какого-либо хо И СОСТе®ТОТВующихь 
: ‘ 


Уз = $(%): 


и У =" (ко) 
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частная производная 


0. 
зе 0, 
то р8шен1е 
у=о (*) 
получается по теорем Коши, такъ какъ фувки!я 
| у’ = Е(,у) 


удовлетворяет» для х.;у» Условзям® теоремы. Отокда заключаень, что 


если рашене ` 
у=$ (=) 


есть особое,: то для лебогО х,. для 
у ом) и у=о"(х) 
доляно удовлетворяться уравнен1е ‘ 


ЭР(х,у»у') 
г >06 (4) 


боотновен1е это инфеть видъ: , 

4 (к, у, у',)=0 (4') 
и слздовательно особое рёиен1е 
. у=о (<) 
долнно удовлетворять одновременно двум дифференциальным» 
уравнен1ямз (2) и {4), откуда ясно, что вообще говоря уравнен1е 
(2) не ‘допускаеть особыхь рёненай. 


Исключивь у’ изъ уравненай (2) к (4) придемь къ одному урав- 


нен1в 
В (х, у =0, (5) 


которое должно удовлетворяться для у = ‹(=} в$ случав существова- 
н1я особаго рфшен1я; такинъ образомъ равенство {5) въ этомз слу-° 
чаф есть особый интеграль. Но вообще говоря, соотнопен!е (5) не 
есть вовсе интеграль уравнен1я (2). и у, опредбленное изъ уравне-— 
я1я.(5) не удовлетворяеть данному дифференц1ельному уравнен1ю. 


Ястолковывая х, У какъ Декартовы координатн на плоскости, сканень 
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410 уравненйе (5) опредфляеть тавъ-назнвееную "дискримине нтную 
Еривую". Уравнен1е этой кривой даетз особый интеграль, ебли онз. 
существуетъ. Для рёщензя этого вопроса изъ уравнен1я {5) опредё- 


ляень у и вставляекъ въ уравнене (2}; если оно удовлетворяется, 


`то найденное ‘у иоветъ бьть особымь рфнен1ень. Вообще говоря, дис- 


крининатная кривая. не есть интегральная кривая, и кохно бы пока- 
зать, 310 она есть геометрическое ифото точеяъ возврата иктеграль 
НЫхЪ кривым, опредёеляеныхь уравнен1ехь общаго интеграла. 

Для особаго раненйя, если оно существуетеь, не трудно кром® 
уревнен1й {2) х (4) получить еже третье ‘уравнен1е, которону оно 
должно удовлетворять. Вь самомъ д%л%, продифференцируемь по х ур= 
внен1е (2) въ предположен1и, 4710 у замфнено эго значенемь 

уже (5); 

получаенъ: 
или, пренкмея во внинанфе уравнене (4): ` 

Жи -0 {в 
Таким образохъ 06960е р$нен1е должно удовлетворять одноврененио 
тремз уравнентянъ (2), (4) к (6). для произвольнаго зеденнаго 
уравнен1я (2} три уравнен1я (2), (4), (6) вообае гогобя удовлетьо. 
Баются только для отдзльшихь систем» зислениыхь зпаченай трехъ ар- 
гушелтовъ х, у, у’ в слёловательно ив не нолучеенъ особего рфие- 
з1я. Условимся называть систеху значен1й х, у, у’ эленей 
том 3; тогда скажем, что уревле1я (2), (4), (6) опредаляхть 
сдинь кли нфожолько эленентовь, хоторые зазовень особыми элеленте: 


ын, Особое рёнен1е можеть полузкться ТОЛЬКО тогда, когда изъ 


уравненай (2), (4), (6)0ДВо ‚соть слёдотв1е двухь друсихь, текъ 


зто они опредфляют» иногообраз1е элементовъ одного измёрен1я, ибо 
для особаго рфшев1я инЗенз 


у=о(к), у’ (х) 
и х остается произвольныйе, Не трудно непостедственно убфдиться, 
что если система уравнен1й (2), (4), (6} эквивелентвы двуы® неза- 


внсвиыиь урэвнен1яиз, тахъ что х остается произвольнымь, ауну' 
вкразаются въ функц!и х, 10 у' необходино равно производной у по- 
х, и ыы такинь образомз получаень рлене уравненая (2), ДЗйстви- 
тельно, пусть изъ уравненай (2), (4), (6} 

у=9(х), у’ = у). 


Вставляя въ уравнев!е (2} и дифференцируя по х, имбемз . 


ЗЕ ЭР (к) 
Е Жио) + ГАИ 9 


Принииая во вниман1е ураваен1е (4) и уравиеш{е (6), которое при- 


зинаеть БИДЪ 


полузеекъ изъ сопоставлезя 
%06) = 1х), 
то есть 


ЗанаФииь, что элементу можно дать прослое реонетрическое истолко- 
ван:е, пониная х,у какъ Декартовн координаты точки вв плоскость а 
у! хакъ $ угла ваклонен1я къ оск х псяной проходящей черезз точ- 
&у (х, у}. Совокупность ТОЗЕИ Е пооходяней черезъ нее прямой опре- 
дёляется систекой значен1и трехъ аргумечтовь х, у. у'. фоавнен1я 

(2},. (4), (6} опредёлаеть гообие говоря отрВльнке "элементь" не 

плослости вышеупомянутего вида. Боли зе получается ирлое изогооб- 
р2з1е одного изифренфя особыхь элементовт,` то точкв ихъ образуютъ 


5рнвую, г прякня элементовъ касактся этой кривой, что явствуеть 
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8$ равенства 
у! = 9 - 
ах 


Резюиируя предидущее, получаамъ так1е 2 метода нзискан осо- 
бихь ранений; 
$} #з5 уравнений (2) я (4) исключаемь у'; полученное уравнен1е (5; 
веть, вообще говоря, особый интеграль, если у, опредёлнемое ииз, 
уловлетворяеть данному уравненак {2}. | 
2). Веремъ уравнен1я (2), (4),-(6); если они эквивалентны двум 
уравнензяь, такз что при искльчен!и у' получаем только одно ура. 
знёв1е менду хи 7, то это последнее есть, вообще говоря, особый 
интеграль. 
Получивъ тфнъ или другимъ пр1емонъ рфшен1е 


у = ©(х), 
ув долины еще провфрить, будетз - ли оно дзйствительно особым, а 


ве частныйь рёнен1емь, т.е. не-получится-ли оно изъ общаго пре ка* 
коиъ-нибудь частномъ Значенйн ароизвольнаго постояннаго. 


Прим рь 2. - 
771 + у!) - 2 =0, 
Дибферениируя по у’ имземъ: 


252у' =0. 
Исключея у', получаень (такъ как® изъ 2-го у' =, о: 
| 2-0 
или 
у=+ 8. 
Дифференцируя по х, имфемъ; 
. у=0 
и слёдовательно данное уравнев1е удовлетворяется: 
ут 


есть рёнен1е, притоиъ особое, какз нетрудно провбрить, такъ хак» 
общЕй интеградъ легко получается раздёлен1емь перемённыхь въ вид® 
(х - С) + у = ва, 
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откуда ни при какомь значен]и постояннаго © не получим 
| уз, 
Истолковывая х, у какъ Декартовы координат на плоскости, видим, 
310 0бщзй ивтеграль опредфляеть семейство круговъ радзуса В сз цек’ 
лрани на оси х, а особый интеграль опредзляеть пару прамыхь, парая. 
АелЬНЫЯь оси х и проходящихь отф нея на разетоян1и = в. Очевидно, 
всф круги касаются этихь прямых. 
Прян& р. Раземотримь произвольное линейное ‘уравшене 
Роу Ру Р, = 0, 
2д% В, Р., Р„ - Фувкии х, Дифференцируя по у',: получаем 
„В =0, 
откуда для х получаень опредфленныя численння значеня; такиыь об- 
разомъ линейное уравнен1е ве допускаеть особаго ‘рёненя, 
Вазсмотримь какоф-либо частное рфиен1е у= 9(х) уравнен1я 
{2). Докажень, что в$ чЕслЬ его эленевтову 
Жу = 9х), у) 
необходимо находятся особые элененты. Вь самомь д8лё имфеиз тож- 
дество 
Р(х, 9(%}, $'(х).) =0 
Дифференцируя по Х, получаемъ 


9 эг ЭР (7) 


Присоединииь равенство (4), которое № подетановк® 
у (и), у я’() 
обращается въ уравнен1е, содернанее только х, изъ котораго вайдемз 
одно или несколько численныхь значенй хёа в затВиь ‘000 вЗтсеврр- 
щихь значен1й 
у=у(а), у =’(а). 
Для этмль авы эчачени равенство (7} обращается, въ силу ‘уравкеня 
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(4), въ уравнен1е (6),: и такимь образомь элементь 
х-а, у= 9(2), у! =. ф' (а) 
воть особый. 

Предположииь теперь, что уравнене (2) допускавтт обобое рё- 
цен1е; всф элементы х, у, у’ этого рёнен1я суть особые элементи. 
Прибфгая къ обычному геонетрическому истолкованзв, ноженъ въ эток 
случав сказать, 410 Е0% ннтегральныя кривыя касаются интегрельно 
хривой, опредфляеной уравнев1емь особаго интеграла. Вь саномь дё- 
1, согласно предндущеху, всякое рзнен!е нифетъ общ1й элемент съ 
особымь рёшев1енъ, а это и зказить„ что опредфляемня этини рёше- 
н1ями кривыя соприкасавтся и олздовазельно "особая" интегральная 
кривая есть огябавщая воёжъ псочихь. На основав1и излоненнаго при’ 
ходимъ къ вовому иетоду опредфлен1я особаго рёненя. 

Пусть мы нывемь осщзй ивтеграль 


$ (х, у, 6) =0 (8) 
дифференц!альнаго уравненйя {2}. Равенство (8) опредфлеэетъ сеней- 
ство китегогльныхь кривыхь, зависящее отъ одного парёиет „а С. Её. 


ходимъ огибаюлую этого семейства, исключая С изъ двухь уравнений 


(8) в 
3$ (х, у, С) _ 


эс о $3) 
Такъ какъ въ точкахь огибающей касательния с` совиедаютъ съ каса- 


тельныии кривыхъ сенейства, то элешенть х, 1, у’ для орисавщей 


суть въ то яе врзуя эленелтны различныхь честнрхь реше 


получё- 
еинхь рзъ уравненя (8), г слёдовательно непосредственно ясшо, чо 
уравнен!= огибающей есть ивтэсраль лифтеренительчаго уревненя 

(2); притомь этот интеграль - вообще особый, какъ это явотвуета 


изъ предыдущаго. 
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можеть однако случиться, что огибаюиая есть въ тс ие. время 
одна изъ кривыхь семейства {8}, тосда ми этииь изтодомъ полу- 
чниъ не 000608 рашен1е, а частное. 

Ваконець возиожно. что при ибылючен1и С`изъ уравнен1й (3) и 
(9); иы не получим» огибающей, а геоивтрическое ивото особикъ 
зочекь интегральнихь кривыхь; тогда дифференя1альное, уравне- 
818 (2) не допускаеть особзро рёщен1я. 

Кадииъ независимое обсснован1е 2-му методу ‘язискан1я особа- 
го разен1я.Изь обжаго ивтеграла (3) волучазиь общее рёщен1е : 

у=у(х,С) (10) 

Подбтавляя въ дифференциальное ‘уравнен1е, которое предположим 

въ разрёщенномь вид 1}, полУчниь 


Э5(х,С) 
эх 
Равенство (11} выполняется для любого значен\я постоянваго 0, 


эк, у(к,3)} а) 


а сазловательно оно эоть тоядество.Ввелемь визето у новое пе- 
ремзнное =, полагая 

у=у(х, 5) (12) 
Уравнен1е (1) принимаеть видъ; 


Э5(х,=) , Э(к,=) 
Эх 38 
80 въ силу тождества {11} 


1=Ё кв (х, 1}, (13) 


Эн(х,=) 
эх 
и зл$ловательно иыфемъ окончательно 


Зак, =) 20 


С. 14 
ат (14) 


= Е (к, в) 


Отсюда ИЛИ 3'=0, или 


35(х,2) =0 
95 


(35) 
Первое прехполовен1е даетъ вамз ==С и олфдовательно приводи?у 
опять къ обяему рёнен1и {10}. Второе. нредволохев1е дзефъ рёие- 
н1е, которое получимъ, исключая 2 изъ двухъ равенс?въ {12} н 
(15).Вифото этого можемъ, конечно, исключить ностоянное С из 
двухь равенствъ (30) и 


к (28) 


Рёшен1е, которое получимз, есть, вообще говоря, особое, такъ Яажь 
не получается изъ общаго при постоянномь значен1и с,Въ самому 
дЪлВ, МН ПОЛУЧИМ его, подставляя въ (10) значен1е С, полученное 
изъ ур-1я (16), откуда С варажается въ функции х. 

Если сохреним эбя1й ивтеграль въ вид? (8), то производная 
# опреджлм ся, если проднфференцируемь уравнен1е (8) по 6, 
считая у функи1ей у(х,С) оть х и Суполузаемь : 

3$ 95% 3 


2+ =0 
35 %у < 
й услов1ве (16) приводить насъ къ требован1к : 
3$(к, 4,3) _ 
эс 


Такииъ образомъ особый интеграль нолучазтся исключен1емь б #35 


и) (9) 


двухъ уравнен1й (8) и (9), нэъ котоонхь 2-ое получается диффе- 
ренцирован ем 1-Ро по С. 
Истолковивая геометрически послёдн1Я результат, придемь къ 


прежниыь геометризескииь соотновен1 яму. 
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Сопоставаяя первый и зторой методи, ми новидимону приходниъ 
&ъ противорфч1ю:0$ точки зрёнЁя 1-го метода дифференциальное 
уравнен1е (1) вообще говоря не допускаеть особаго интеграла; 
©ъ точии зрён1я 2-го метода особый ннтеграль вообще судест- 
вуетъ, тайъ как семейство (3) интегральныхь кривых, вообще 
говоря, допускаеть огибавную.Нарадокоь этотъ разрёвается, если 
замзтчыз, что териияь „вообще говоря" употребляется здесь въ 
двухъ разныхь сиыслахь: въ 1-мь случа вообще говоря"значить - 
-для произвольно взётаго дифферени1альнаго ураввев1я (2); во 
2-мъ случав-для нроизвольно взятаго общаго интеграла (3). 

опредвляя особий интеграль твыъ или другимъ методонъ. ин 
поляны всегда въ заключен1е провёрить, будет ли полученный 
интеграль даёствительно особынь, а не частнымъ. 

Поимво% 4.Пусть давно соотнойен1е 
(5-2)2=2(х-6), 


жоторое есть оба интеграль дирференнтальнаго уравнен1я * 


х-у= 


9 
Дирференцируя по С, инфенъ 
2(у-5)=3{х-2)* 
ИзЪ ДВУуХЪ усавненаа или 
5--0=0, х-3=0 
вВли 
5 ‚ уб= = 


исключая 6, получаень 
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4 
х-у=0 или я-у= 87 


Вь первомь предположен1и 
У=к у, 
я дифферевц:альное уравнен1е зезуловлетворяется, Во 2-мъ пред- 
положен1и 
4 


У=х- зу , у'=1 , 


# дифреренцтальное уравнен1е удовлетворяется.Такимъ образом» 


4 
5-37 


есть р8шен1е, притомъ особое, такъ какъ не получается изъ обиа- 
го интеграла ви при вакохъ постоянномь значен1и С. 
Геометрическое истолкован{е вавихь оззультатовь слёдузщее: 
06118 ивтеграль опредёляеть семейство полукубическихь наоаболь, 
янвющихь точки заостоен1я на равнодфляжей у=х координатнаго 
угла, Въ самом дзаВ, при 0-0 получаенъ подухубическую параболу 
у =х* ; 
всф остальныя получаются изъ нея переданжен1емь по направлен1ю 
вычеупонявутой равнодёлящей, такъ какъ точка заострен1я при ли- 
бошъ С нызетъ коораннаты х=С , у=С. 
Тряхая у=х,‚ полученная при изиска- 
31Е огибающей, не есть огибакцая, а 


геонзтрическое мфото точекъ заост- 


у 
рен{я интегральных» &ривыхь. Прямая 
р \ *-9= 57 , 
Зер.+ параллельная равнод®ляней, есть 
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огибающая оёмейства (со. чертеяъ 1.} 
Примёрь 5. Дифферени!альное уравнене 
Эуу" 1 =4 
опускает об1й интерраль 
у*=(х-С)2, 
опредаляющ1й сецейство полукузическихь параболь, инёющихь точ- 
ки заостреная (6,0) на оси х (18р.2).Лифференцируя по 5, инз- 
еиъ 
-2(х-5)=0- ; 
‚ исключая С, получаемь 
У=0 


—уравнен1е оси х.Очевидно, эта пря- 


ная-не огибающая, а геонетризззкое ызото точекъ заострен1я ин- 
зегральныхь воивыхъ.Диффеосенцируя у=9, получаемь у'=0,и диффе- 
ренплальное уравнен1е ве уловлетвосяется; такямь обоазомь осо- 
баго решеня зВтъ. 

Примзръ 8. Дифферениальное уравнение 


у**—4хуу' +8" = 


допускаеть оби1й интеграль 
у=5(к-с}*, 
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° которий опредёляеть семейство параболъ съ д1анотраыи парал- 
лельными оси у и съ вершинами на оси х.Цараметрь параболн 
приближается &з нулю по м$рф приближен1я вервини къ началу 
зоординатъ, и при 6=0 получаемъ уравнен1е у=О оси х-параболи 
раскрываются въ прямую (чер.33. 
Дифференкируя по С, ямфеиъ 

0=(х-0)2-26(х-5) , 
яли 
(х-С)(к-35)=0. 
Отсвда или 
х-0=0 , или х-30=0 


исключая С въ первомъ предполижен:и полузазмъ 


а во второмъ 

Ут х*. 
Дифферевнируя 10 х, им$емыь въ томь и доугонъ случа соотазтет- 
венко 

у'=0 Е ука. 
данное дифферени{альное уравнен1е удовлетворяется и ‚слзлова- 
тельно, мы полузчализава рёйен1я.Но первое эсть частное, такъ 
хакъ получается изъ общаго при 6=0, а второе -особое, такь какъ 
ни при какомъ постоянчомь значев1и С не получается изъ обзаго 
Уравнен1е у=О опредфляет ось х, которая, правда ‚есть огибаю- 
аая семейства параболь, опредвляенато общжинъ интеграломъ, но въ 


10 же время есть одна изъ параболь семейства (лри 5=0); урав- 
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цене 


4 з 
У=3х 


опредзляеть кубйческуе варабо»ху, которая есть огибаюцая ‘се- 
нейства, 
Задача о траэктор1яхъ, 

& дифферени1альныиь уравнен1яиъ 1-ю порядка приводится 
рёчен1е ыногихь задазъ дифференц1альной геометр1и.Разсыотвримь 
одну изъ нихъ, именно задачу о траэктпр1яхъ. 

Чолояиыз, что имфень семейство кривихь съ однимъ паранетроиъ а. 
В(х,у,а)=0 (1) 
Вудемъ искать такую кривув, которая пересвкала би каждую изъ 
данннхь кризыхь поль постояннымь угломъ В: Пусть 529 =в.Иско- 
мая лин1я назавается траэкторзей;если этот уголь прямой, тра- 
ЭЕТОр1я назнвазтся ортогональной, в общемь случаё-изогональ-. 
вой.Пусть тит'-угля касательныхь къ кривой семейства и =ъ 


зразяФор1н съ осью х, тогда 


. Ба- т! 
РВ, а звать") МТ, (д) 
тт! 
Опредёлимь 15т н &4'.Дифференцируемъ уравненйе (1): 
ЭР в 
узы. 
Эх зу 
откуда 
Е 
Ри а 
5 9к. '. У 
ти; =>, 
а Е $81 ах 
зу 


при чемъ у взято изъ уравненйя искомой траэктор1и; подставляем 
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въ яредыдузее равзхство ; 


э 
и 
"а ® 
39 3х к 


цусть (х,у) коордрнаты течки нересфчен1я траэктор1и съ одной 

из5 нашкхь кравыхь семействе. для этихь координать, дая произ- 

водной 47 й ЕлЗ песанетра х удовлетворяются ураввенья (1)и (2} 
Пра. этом$ « ибнязтся съ переходомыь от одной ЕрИВОй семейства 
въ друсой. наша пвль получить уравнен1е между координатами то- 
чекъ траэктор1и и производной Ч, т.о. дифервнезальное уревне- 
#12 траэктор1и.Для этого параметрь а`исялючаемь изъ уравнен1й 


(1) и (2; и получаемъ уразнен1е вида 


ЗУ, 
чо, (8) 


которое будетъ дифференцтальньмь уравненекь траэктор}и.Най- 
АЯ 05418 инзеграль уравненя (3), получинь семейство траэвтор1Е, 


закъ какъ въ обА1й интеграль зойлеть постоянное С.Въ частности 
подагая -* я 6484.39 ==, ПОЛУуЧИиНЪ, что знаменатель вЪ(2) ра- 
венъ вулк, т.е. получииь; 

" ма 

> а (2') 

Такимъ образомь для получен1я днрференц1ельнаго уравнен1я ор- 
тогональныхь траэктор1й, нужно Зудетф исключить х изъ уравне- 
в1й 41) и{2'). Боли э не равно», то въ саной постанови$ задачи 
завльчазтся двойственность, ибо мы могли положить по произволу 


Э=3-т' изи 9=т'-, Что соотвётствовало бы изыёнен1ю знака у в. 
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Замрняя м ч8рёзъ-а, получниь другое семейство изогональнихь 
траэктор1й, котория пересфкають данное свызйство кривьхъ. подъ 
закимь же урломъ, только оточитываемымь въ другую сторону. Зан-— 
тииъ, что рашен1е залачи упродезтся, если семейство даннихь кри- 
выхь опредёляется нэ уравнен1еиь внаа (1). 2 ди ференцальнных 
ураввен1еыь 1-аго порядка, которое ин шогли бы получить, про- 
дифференцировавь уравненфе (1} и исключивь и ;тосда полузили би 
усавнен1е вида 

Эк, -0 _@ 
Поедположииъ; что намь непосредственно дано это уравнен1е (4), 
Уравнен1е (4) устанавливаеть связь изяду координатами точки 
(ху) и зя-сомь усла засательной дь воивымь семейства съ ось 
х.ВЬ ТОЙ #0 тОЧ&В (х,у} вибець доугую хасательную-касательную 
хъ нашей траэктос1и.Между этина двумя ь5-сани сущаствует® со 
отношен{е (4), котооое было дано вилз.Оличь иЗЬ Этижь 4 -совъ 


чозно опредёлигь черезь другой: 


й ау 
замзнииь въ уравнен1и (4) 3х этниь выражен1зиь, при чемъ ця! 
есть производная у по х, взятая из® уравнения траэктор{н; назо- 
вемь ее черезь у';низемь 


„ 
Фр.) (5) 


Это уравнен1е ямфэть ыфсто вь каждой точЕ# х, у тоаэктоо1и и 
есть изъ лиферзнытальное уравчен1е,Особенно посстой слузай 


полузазтся, когда траэхтор4и ортогональны. Въ этомь случав 
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. 1 
СЫ 
® мы. волучазмъ 
1 
(кур {5') 


Это. дифференцфальное ‘уравнен1е ортогональнихь траэятор1й для 
случая, когда данное сенейство онредфляется уравневёемь (4), 

Прим ръ +.Вудемъ искать изогональныя тразётсо*” 07353 прямыхъ 
уравнен1е котораго 


уеах, 
непимемъ равенство (27: 
ду : а 
«- 9-5 
в = — ; жривчая а. ныбень: Кб 
ду 4.4 
11 ах 1+х Е- 


Это и 6сть дифферевийальное уравнен1е траэдтор4й.Освободивиясь 
оТЬ зваменателя, будемь имфть 
У _ 4, 4 9-9 
ана аа аа. 
Интегрируется это уравйен4е. легко, при помощи общих методовъ 
интеграц{и.Но въ давномь слуза$ поступимъ иначе, Преобразуемъ 


это уравнен1е въ полярная. хоординаты, 


У_ и Зу _ 310+ 20030 4 

о ах 47608 $ - 2810 9$ 
(ав1аф +. созф ) (4251$ +. гсоз фаф)= 
=(810 $ --исо5ф )(47208.ф - г51пф 9$); 


Выполняя переиножен1е, производя сокращен1я, паходаиъ 
41. _ 4%. 1 
уаг = —г4%; *-ь; Заг лк -- $ 


или 
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$ 
Е 
г=Ке . 
г48 к-востоянное. Получили семейство логарифиическихь спира- 
1эй, 
Примёръ 2. Найдемь ортоговальныя траэдтор1ин семёйства па- 
р ы : 
оабодъ, которыя касаются оси х въ одной точЕВ, а имевно въ на- 
4ал8 хоординать.Вь такоиь ‘слуза% уравнен{е параболь будетъ 
у=ах? ’ 
ИЛИ 
у - ак?=0 


Эавенство (2') даеть земь: 


ау 
1+ т О 


Исключаеиь а: 


= у В 
= т ; 
НЫВЗЫЪ 
У ЧУ 
+2 ——=0 
1 х 4х , 
ЕЛИ 
хак + 2у4у=0 


Перемвиния разазлени. Интегрируемь и ваходимъ 
х2+3у2-0'-0 
Траэктор1и суть эллипон съ цевтраии аъ началь воорлинать. При- 
воля это уравнен1е въ надлежа18 видъ, найдемь : 
=, Е =; 
2 
слзловательно и? -больвая полуось; а /З- -иалая полуось. 
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ТДАВА, И 
Ураввен1я высанхз порядковъ 
ифферена1альноз уравнен}® п-го порядяа есть состномен:е ви- 
ав: 
(ку, у’ ,9'!......909)=0 —, (1) 

Сяй УТУ", +. СУТЬ производныя отъ у.Докажемь, что диффе- 
ревцзальное уравнен1® п-аго порядка эквивалентно систвм$ 
уравнен1й 1-аго порядка.Для доказательства введень новыя фувк- 


ый и У, У, --ЬУбя И ОаЗомОТОимЪ систему: 


41—42 
Ура. оу» т &)=0 {3) 
ау у... 3, Зуя 
ыы ан - 2 Як Ув (3) 


Всего ны имвемь п уравнен1й, я всф они 1-го порядка.Изь урав- 
нен1й (3) имфоиъ: 


471 

У" и =9', 
затЗыъ 

ЗУ. а=у " Чу 92?у 

— = — =} У = аут 

ах 29 4х У, = 8х РЕЗ 
и таку дадфе 

30-2у 
вы 


и, ваконець, 


отвуда еще 
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я уравнене {2) обращается 35 елздузнее: 
(ху, у", .... Уно, 

`т.е.совиадаеть съ данным уравненйень (1}. 
Примфняя #$ сибтем$ уравиен1а +-аго порядка (2).(3} теорему 
Коши и замёчая, что неизвёстнами функо?яыи этой системы явля- 
СТСЯ У И ПОСЛёДОВаАтельныя  ПоОЗВОДНЫЯ у!,у",....,Шряхолинь Е 
Зла ующену результату для уравнен1я (1): 

дифференшальное уравнен1е п-аго поряджа (1) допускаеть рЁ- 
12112 у, опоздвляемое вазальвыии условуяни: 

Прн: х=хь $ УЗУз уу, .... У еулы, 

гл} 9-91, ...Уб-М-даваня зиоленныя значешя у и нервахь (в 1) 
эго производных. ВЯ этонъ услов1я теоремы Коши, очевидно, 
всегда выполняются для позвыхь частей уравнен1й (3) систени 
1-го порядаа;и остается принзаить изъ &ъ правой части урев- 
зенйя (2), 10 раэрёлен1и гс Относительно ПРОИЗВОДНОЙ : 


Ув 
х 


, 
или, вов равно ‚къ правой части уравненя (1} во разрленаи 
относительно п-й производной у°* 

УВ Е(ку,у",...10-8) @:) 
ракииъ осразоиь фунявтя Р въ правой части уравнен1я (4) вэлж- 
на Онть конезной, язпрерывной и должна удовлетворять услов1к 
Линаица въ области изизнен1я аргумчентевь х,у,у',... УЗ, кз 
коРорсй приваллежить система значен1й хо уаз, .... УИ, 


-109- 


Опред®ляемоэ назельнвыи дозчучи-рЕяен1е у-единот венное, бели 
уразнен1в (1) дазть единственное значение (4) для у если 
же изъ уравиен1я (1) нывемь озаличния значен!я 

УЗ (ру, у,.. 5.90), 41=1,2,3,...), (5) 
то каждому уравыем1ю (5) или, иначе говоря, каждому. звачен1ю 

У Ен, ... 
соотвйтствуеть свое вине У. 
Поедполагая; что начальный зназен1я`у.,у!,...У-“Жири даннонь 
зисленнонь значен1и лэх.)-рроизвольные параметры, ин видимь, 
920 СООФРеТСтвующее ранен е 

умно урн. „У 
зависить 01Ф забора этихь-параметровь и, Являясь ТахикЪ абра- 
зонъ фувецией х; и м ароизвольныхь парзизтровь ‚есть тахъ 
назузаехое общее озщек1в, изо которзго получаются вс ревеная 
078%чн0119 Пеоремф Коши, пря различныхь звачентяхь этихь па- 
ранетровъ. 0терда ясно. что какой либо нигеграль 

Ф(к,у,С,,О.,....С 20 (8) 
усавчен1я {1),содеркащта в ПРОИЗВОЛЬНаХЬ ПОСТОЯННЫХЪ, ЭСТЬ 
Общай, челн этн ПОСТОЯЗНЫЯ МОЖНО ОПОЗАВЛИТЬ Так, чтобы при 
х=х, яыфть 

тут ну, ... УЗЫ 
аля ЗЮбытЬ 9,,95....УЗ-Ы Диффеосниируя уравнение 48) (0-1) 


разъ # ззифняя к чзрезь х., ПриходииЕ къ систеив 
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Фу би бы... С )=0 


ды (уно, 

ооо за ето 54+ 

м, иене * ео) 5, 
хоторая, согласно. зоедидувеку, должна быть разрьзима отвоситель- 
90 `З.,3ь,--...Сь.ПА&ЕНЪ образомь ПОлУЗазиь &ОНТЕр1й „незави- 
симости”постсяннихь ВЪонутегоал$ (2), котосна уше Зилъ ден 
вы вазалв курс. 
Вели оби1а интосоаль (5} воодвьфесениируень к разз (к < п) ч 
#35 полученной систзиы +1 ураваен{й исклечимь к востоянавхь 
С.С»... Ато ЧолУЧИМЬ СО0ТН0а6н1е : 

Прут, Сны». 170, (7) 
содержащее произведныя у до к-го порядка и п-к пройввольныхь 
ПоОЗОяННЫхЬ Зет, Скеа» + о. «Зв, бобтновен1е {7} выполняется 
для общего равен1я у ураваен!я (1) .получаемаго изъ общаго иБ- 
теграла (6), и пазиваотся прокежуточнымь интеграломь &-го во- 
рядка, | 

Боли би для уравнен1я (1) ни нашли промежуточный интеграль” 
в. порядав ИЛИ так называзиый аеовей натесрадь 

М, т,5',....1-9,0,)0 о, (8) 
длЯ этого интеграла, разсчатонвая его за внуферени} альное 
уравнаве в-1 го пооядда, еро ‘первый назеграль 

. ку, 9',... 4-0 .,0,)=0 (3) 

и Т.А. мы ПриШли Зы наковевь къ общену интегралу 


"ак, У» С, Зы, ... 28750 
даннаго уравнения (1). 
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дифференитальния уравиен1 я виа 
УПЫ (к) „Рок, У) =0 „В (о, УЗ) =О,Р(уР-я, у) =0 


Приманимь вышеуказанный пр1емъ кз уравнев1е вида: 


47 

кй- =) . 
Выполняя квадратуру, найден; 

21-х д. 

РЯ =. Е(ж)ак ыы 
Волученный интеграль есть промежуточный; повторяя квадразуру, 
иайлемъ промежуточный интеграль 

а0-2у 
Яхв-= > 


й такъ. далфе и, наконец, навдемь ` 


ак Рая + а, 
Хх х. 1 


ыы 


. в— 
= х к х ха ы к. С х З 
У 1,4х 18« \. 1, 4х ах гу 
Сха- 
а 


{ве 


бо, 


Итакъ мы Нашли оба] интэсраль павнаго дифферевитальнаго 
Уравнен1я п-го поряаха, Зокажень. зто о-кратную квадратуру мож- 
во замфнить простой звавсатурой.Вазовень эту квадратуру че- 
963% У, 1.2. ПОЛОЖНИЪ 
Лак Гая ах... Ох 
хх к ^ 

Эго выражен1е есть вичто ‘иное, вакъ честное рашевце, госда всъ 
б1-равны о.Это чает ное 0$191е очевидво при х=х.обравает зя 
в$ нуль;лЭгЕО видёть, что и производныя 1',1",,,. 8-8) при х=х- 
равны пулю, тань завъ в0ф онь выразактоя хвадратурами съ пре- 
дзлаын д» и х,Ракимъ образомъ, по тзорем® Кови, 1 вполнь опре- 
аздазтоя во 1-Жь ТЬМЪ, ЧТО 030 удовлетворяет», данному ураве- 
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1 и во 2-хъ начальными услов{яии: 
при хх, „х ==... 33-20 


б% зоутой стороны сазсмотримь вираяев1е 
1 к. 2— 
2- ак -Ю &. 


Дифференцируя во х, имземъ 


а4- 


т Чери КЕ (ь) (к оВ-ааь +1 


+ й 1 х а- 
—_ —_&)0- = : 
"ох ых а и) з 


АНеЛОГНчнО 


4 „ 1 а 
ах “< аи #06) (к) 8-8 
я таяъ далфе; наковепь 
#5-:2 сх Ы 
ах “ и & ца * #6). 


Такниь образоиф 2 веть рёяен1е даннаго уравнен1я; яром$ того 


13% прелызущаго явствуетъ, что при х=х, имфемъ 
__ 98 42-15 
250, д 20-4 Е хе =0; 
Слвдовательно, по теоремз Коши 2 совпалаеть сз 1,1 из низемз. 


общее ршенйа даннаго усавнен1я въ вид 
6.х0-& о С„хП-а 


п — 
Пниы-и у 5 ыг* 


"о атий 


бах +5 
+ 


Фе чь а 


с. 
Разсмотриыь теперь уравнен!е болёе общее сравнительно съ раз- 


смотовянииь рензе: 
(к, #0) =0 (4) 
-113- 


Если его разреачть относительно то полузныь уравнен1е преж- 
вяго вида.Но можеть случиться. что оно не разофиается Удобно 
отвоентельно производной, но легко разренныо относительно х, 
или ке вообяе хи У’ выраваются въ фувкй1и одного параметра + 
х=9(%) , У = ч(6) (2) 
зогде эти 2 ураввен1я бтдуть равносильни одному уравнен1е (1). 
Эл уравнен1я ны ножемъ проинтегрировать рядомх квадратурз. 
похараемся виразить и у вь функифи этого паранетра, 
Ми ызеиъ 
д и ОМ 
Преизольную постоянную полоазумзваемь поль знакомь хвадрату- 
рч.Дахе ны иояемь найти сльдующуя( и-2}-ую производную; 
А 
откуда 
У. Ли)" СЕ)! 2) 
и, Т.Д, 00643 
а-. Ах 
квадратурой мходинь 55-9; Продолжая Так» ыы, наконенъ, дойдемъ 
выразинь ° 
До ун такииз образомь-х и у функц1яни параметра ь;тье. 
х=ф(+) ое, бб»... 
всего произвольнехжь Постоянныхь п ‚таз какъ при каздой ивад- 
ратурз ын будем получать по одному постоянному. Исклечивь. па- 
рамэтрь & я3Ъ двух, уревнен1, ны получим с001НОен1е мезду 
х и у-которое и Фулэть общииь интесоеломь, 


Вереходииь теперь къ слфдурщену вилу уравнения ;. 
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РО ув) +0, (3) 
въ котороиь порядокъ одной производной на`едянину отличается. 
отъ порядка другой, Тредположниз, что 00% вроизводныя выража-. 
утся въ функцёи вспомогательнаго параметра + . 

УобЬ › У-Чи —, : | (а 

#3ъ производных, 

пра чемъ въ частноети парзиетрь $ можеть совпадать съ слнои ‘ 
вапрвм%рь, сз (п-1)-0й прохзводной, если уравнен1е (3) разрёши- 
мо относительно УТ’ мы разсмотриымъ об! случэй.Наша задача 


предоставить хиу 85 функц{и паразетрг ‹.поступаенф по преди- 


дущему: 

аура уНх , урмаеосыах , 
откуда 

а 

ЧЕ 8% ; 
х чаЁгснъ хвадратурой 

а 
х-/-* С , 


произвользое постоянное заключается въ знак кведратурин. На- 
ходимъ (в-27-ую Производнух: 


‚— „--. *! (5) 
ду ука (+) бе 


Откуда хвадратурой неходимь 


у О: 
УЛ) —— з7 1 


вообяз,если какая“ зибувь производная &-го порядка выражается 


а. 


черезь`%,т0 производная (к-1) найдется ввреженной зерезь ь 


изз услов1я 


ах 
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квадрагурой. продолжая вале, лойдеиь, наконец, до у, которое бу- 
деть выра баздоватольно, И 7 будуть ввражени черезъ ь.: 
Искарчая $, ии пелучимь общ1й интеграль.Произвольныхь носто- 
янвыхь всего войдет ‘в. 
Переходимъ тенерь къ третьему виду: уравввн1 съ двумя ар- 
румезтаия, га порядохь производнихь разнится на ‘дв едвницв: 
РСЯ, уе 0 о, | 5) 
. прачемь предполагаемъ, что оба аргумента выражаются черезъ па- 
раметру +,1.в.: 
Ус, Аи) (6) 
® 3$ этомь слузав предотавинь хи у в функш1и параметра +. 
Какъ и въ преднлузихь случаяхъ, ны пилемь рядъ собтношена А: 
ду -уах аук 
34$сь мы пияемь оба равенства одновременно, такь какъ одного 
било бы недостаточно. Ваязъ оба, ны двлем1емъ исключаем ёх: 


Зы, щи 


Правая часть виравается черезъ $ я равна 

уму = 06)" 6) 
Теперь уве УИ легко вираластся черезъ +, Послёднее уравденте 
есть дифференциальное, гдз переиёнийя раздфлена.Виполняя ква- 


дратуру, находии$; 


пороенуобои в 

произвольное постознное полразуизваень въ знак ввтесрала 
«ль = Убе соах 

Выразивъ(в-1) производную черезъ +, н6 трудно затвиз варазить 


-=316-- 


их 36резь Ъ.Н3%- равенства: 


аур-9- ух 
заходим 
47-9 
4х= г: ; 
подставляя свла значев1е 40-2 получимъ: 
Ь 
ах=_— 90" (9% 


Убе) е)аь . 9 (8) 


Выполняя квадратуру, найдвые х: 


= ] у) аь 


Рамо 
произвольное постоянное заключается въ знакф интегоала, 1епеск 
остается выразить у черезъ паранетрь ь.Производния 5, ул-® 
У?-=) вярахеви через &; нужно выразить дальнфйн1я У“-® и 7.4.; 


постуйавыь озычнымь путеыь: 


А. ах = и, 
арх Ло (68% ° 


@зхуда квадратурой ваходиыь уп-) 


(Е)! (6). 


я (ах ’ 


вообще ‚есаи ныфемь У то 

ах, 
и квадратурой вайденььу"-*), Поступая такимъ образом далфе, ва- 
коненъ, дойдем® до у, которое будеть виражено въ фунЕд1и пгоа- 
изтра + блдовательно хо ву Зудуть внражены въ фузкрв1и парамет- 
са х подличая д, ЗАВ ЕЫМУ Соотношен1е иеяду: а и у, которое и 0у- 


дет$ обяиыъ ивтеграловъ.Войдеть всего в-произвол. постоявныхъ. 
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Иллюстоируем® разобравние вые слузаи уравнев1й видаии. урав- 
нен1й 2эго порядка: 
1. (к, у")=0 ПИ", у )=0 ГИР у", у)=0 
Е» этимъ уравнеа1якъ примёнииы всВ вызеуказанния пр1емы.ро- 
из того, кь этныь уравнен1яыь могуть бить принввимы и частные 
пр1еми. ?акъ Ги ТГ мы ыохэнъ сейчась хе привести къ уравнен!- 
яиъ перваго порядка. Обрадаенся къ уравнен1ю первону 
В(у",х)=0 
Положинь 


4р 
уз, "=: 


уравнен1е поиниыаетъ видъ 


2 
ВСР ,х)=0 ; 
3х 
получили уравнон1е 1-го посядка одного изъ разсиотраненхь ти- 
повз.Интегрируя его, найдем общ1й интеграль: 
ЗУ 


4(0.х,0)=0 или $» х›2)=0 


Это будетъ то,что мы вызе низивали промелуточнымь интеграломъ. 
Въ данномз случа% это уравнен1е 1-го порядка того зе типа, 0б- 
ращаенся &ъ уравнен1ю: 

ПР(у",у')=@ 5 


ПОлОяимМЪ 


ЧР. 
4х ' 
уравнен1е прининаеть вид: 


у'=р ‚ у"я 


ар 
Рак’) =0 В 
опять получили уравчен1е 1-го ворялка одного из разсмотрав- 


ныхъ типовъ.Проинтегрировавь его, полузииъ интограль 
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промежуточный: 
Ф(рьх, 6)=0, 24% рз г 
Интегрируя этот послжЯн:й подучииь общ1й интеграл, 
'Обраваеися, наконепь, къ послёднему типу: 
пи) #(*,у)=0 
непосредственно мы не можемъ привести его къ уравнен!к 1-го 
порядка.Вз этокъ случав поступиыь такт: будемъ считать у за 
независимое перемфнное, а р какъ Функц1ю у;при такомь разсмо- 
тран ин сейчась 4е приведен дёНаое уревнен1е къ уравнен1ю 
1-го порядка 
". ЧР „р 6 „ЧР. 


ор, *. 


ах У ах дук Рау * 
Гогда уравнен1е приметъ вилъ 

оне: ›у)=0 
Это уравнен1е уже 1-го поряддг, хотя, повиаямому, све сложна- 
го типа.такъ какъ содержить Е ‚у. Не трудно, омако, его за- 
изнить уравнен1емъ болёе простого вида, сафдует+ только  ваес- 


ти вовое верзыённое, положивт ; 


тогда 
3-й. 
р Чу 34 
Уравнен1з упростилось:3го вй4ъ: 
4 
Р(--,у)=0 
“У у 
Оно 1-22 порядяа, солержить произволнуе в независимуе перем н- 
ную. Промезуточний изтегрель будет 
1,4; д 
Ф(а,у,С)=0 или Фи)" у, 219 
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Это уравнен1е 1-го порядка, ветеодеркащее независниаго пере - 
изннаео. Зак тниъ, что уравнен1е ТЕГ типа 2-ро порадка-донуска- 


61% вле ОдНЕЪ венооредотвеннай нетодф интеграни, если уравне> 
816 раврзнено относительно второй производной. Если. уравнен1е 
ТИ-е можно представить Такф: 

у*=Е (9), 
т0 помнио общаго пр1ема поступаемь еще такъ:умножаемь 06% час- 
Фи разрёшеннаго уравнен1я на у'4х : 

у" 'ахчу'Р(у)ая или у’Зу'=Е(у)ду 


Первизнныя раздвлени; интего2н1ей ваходиыь: 


1 З 
ты Зу у" =УбТЕ СЗУ = ЗЛО) 


дл 
УПС) ау 


Интегрир уя, ваходимъ Х;: 


а 
ОТ 
Это равенство и проедставляеть общ]1й интерраль.Замвтниз кота- 
ти, что методом, ухазанниымь для уравнен1й 2-го перядка, ыы мо- 
жеиъ воспользоваться и для уревнен1й съ ПРОИЗВОДНЫМИ ВУСНихУ 
ОСЯдКОВЬ ТЕ в ИТ ВЕДОВЪ. ГАЗЪ ИБ МОГЛИ бы въ случав 1 
зам®нить уравнен{е 
2/0. у-9)=0 , 
положив 
8-0 
уравнен1емь 2-го порядка 
32р 


(ха ›22=0 


Пооинтегрировевъ эго, получинъ 
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Ф(р,х,6.,6.)=0 , 
т.е.иы привели уравнен1е къ 1-му виду, понкзивъ его порядохь 
при этамь на 2 эдивипы, 
Примвоъ 1. 
ты , 
ГДВ у"-2-ая произвойная; уравнен1е 1-го изъ разсмотрнныхь ти- 
повъ,и при тонъ въ разрфшенномв видф относительно х.Обозна- 
зимъ у"=ь, тогда 
х=ей+& ; 4х =(е*+ 1)4: , Зуту"ах , ау) Аь 
узле ае, уе овен, . 
Опредзляемь тепесь у . 
уу "акте Сас, } (26+ )4ья! ры 
несе нисдаь 


Выполняя квааратубу .находихъ у 
4е2® — е2% 
2 г $ 
Тазииъ образоиф х и у мы выразииъ въ функд!и вспомогательна- 


1 1 
-% 7+ 2,0 и ы,. 


то параметра ь Искаючи8Ъ & И3Ъ 382%, ыы ПОЛУЧИМ СООТ ношен1е 
между хнуи двукя постоянными С, З,. 
Примёръ 11. 
у"К*у , 
24% к-постоявно. УмновивЪ 06% части не у' : 
29" у" =2Куу* 
или, во Уивовеня двухъ частей ва 4х: 
Зу'ау' =ак*уду , 


переифвныя разазлени; интегрируя , иивемь: 
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у" к*у*-С*, 
откуда находимъ: 


узи бт” али ЗУ = Дтуот 


ах 
откуда ау 
дх= ЕЕ —5 ; 
х-ваходится квазратурой 
4. 
х+С1=/ и 


Квадратува виполняется въ гиперболическихь фунён1яхе: 
. Сзза вур 4% 
Ку=Ссов БурФ ; ЧУ- -К 


кн" 49= т 
ви#сто 4- остаетоя вставить его значен1е:у=тагя сов Бур п 


605 Бур {К(х*С')}=е0$ Вур = ху 


[9 


отоюда ваходиыъ у > 


соо), кое) То тих 6 бис них 
ие ое ке лез 
зави + ве-йх , 


ГАЗ Аи В два Вовыхь НОсТОяННыХУ. 


Дифферзни1альная уравнен1я, не 
содержах1я функш1н; дифференн{ аль- 


ня ура: нен1я, не содержяен1я неза- 
висинаго переы $ ннаго; однородныя 
уравнентя. 

Разсмотрии. уравнен{е п-го порядка, въ которое не входить непое 
средственно +скомая функо1я у,т.е. урагае:1$ вида: 

РОУ а-я... ут, к) у (1; 
Для этого случая уравнен1й ий можемъ. показать, что порядокъ та- 
кого уравнен1я ножно понизить на единицу, 
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Чодовииъ у'=р, тогда будемь имёть: 


а 8-:р 40-=р а р 
ЧЕ "ака #- зак ›Р ХО 


Это уравнен1е уве(о-27-га порядка. Бели бы проинтегонровали, 

его, то нашли бы промежуточный интегралъ, 
рух, Са Саре» Сура) 50 

первоначальнаго ураввев1я. остается провзтеграровать эт0т% ин- 


теграаъ: ау 
ФУ, я, С, „бы ензби_,)=0 


Логда взйдемь оби1й интеграль, куда войдетъ п-произвольниях 
постоянныяь. Пусть далёе въ уравнен1е не входят производныя 
вяже к-го порядка, т.е, уравнен1е будетъ вида: 

Ву ура, ур-ы, ... УК х)=0 | и. 
Тогда, полагая Ур, ыы усавнен1е представимь такъ: 


К 
а2-Ер 40 [2 Яр }=0 
ори: #**-°°щк "р Х»4 
ЧТ 4 бро Пбрядокъ 
9:0 уравнен1е(в-к)-го порядка, ниже порядка даннаго _уревнев:я 


на к единиц. Есля бы мы нашли общ:й интеграль, то онъф бьль бы 
промежуточнихх внтегралонъ к-го порядка: 
Э(рьх, Саба «бк), 

зуда входило бы (а-к) произвольныхь постоянвыхь. произтегриро- 
вавъ его, мы найдешзтобщ1й интеграль давнаго уравнев1я. Бсего 
постоявныхе будеть и-к отъ первой ивтегрец1и и & отъ второй. 
т.е. о-к+Ь=о произвольнихь постоянвыхь. Вереходимь къ новому 
типу дифферэнийальнаго ураБнен!я, в$ которое входит» и произ- 
водныхь в сама функи1я, по не входить везависикое переы%вное: 


2575, $99, а-я, у, у)=0 | т 
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Нрявимаень у'=р,а у считаем: ша независимое переифнное, тогда 


Яр _ 4р 4у._ Фр ду" ду" „а*р , ар 
и=— = — я — ре М = 
аз Чу ах Рау 7” ах Рау "ау *Р“ау) 

(ост упаеиь такъ и дальше.Легко видфть, что каждая производная 


у-ка пох выразится зерезъ производныя р по у: 


4р . 4*р 4-ар 
Нео т = ), 


й данное уравнев{е представится таз: 


а8-+ 47-2р а 
Убе, и ›95)=0. 


Йслезили уравнен1е (о-+)-го поредха. Если бы эго празнтегрирс- 
вали, то получели бы промежуточный интеграль вида: 


Фр, у,С;Са, Са» +. 1.150, 
„Интебрируя его. введень еще одно постоянное и получиит общй 
интеграль даннаго уравнен]я.Разберень для приыёра уравнев1е 
2-го порядка вида: 

29", у1,у)=0 . 
Примзнииь къ нему укезенныя преобразован1я, Положимъ 


Зр др 
ар» "= = 
ах Рау. 


Урэвнек1е принимает» видъ; 

о „р›у)=0 
Проинтегрировавь его, найдэхъ * 

$(р,у, 5420, 
гдз р=у'.Это-промежуточвый ивтесоалъ, Дальнзйней ивтерраней 
введемь е1э одно постоянное С, и получкиь общ1й ивтеграль 
данваго уравнен{я. 


Обрававися къ разсмотрн1и вовага типа уравиев1я, а ныенно 
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НИЕ Ру, у,.... ДО 
748 функо1я.Р одвородная относительно у и производных, при 
‘чемь х разсиатривается, какъ параметуз. Наприм%рь : 

уу"-ку" 2 =0 
Это уравнен1е сднородно отвосительно у, 9", у". НЫ можемь пока- 
зать, зто порядокз уравнен1я такого типа ножетъ быть понизень 


за едивицу, стоить лиль взести ногое перем нное, Полеггему 


узе724х, тора у’зузне/ 


ИЛЕ 


Деле 


у*зе/ 2х (аа }, у" =е/28Х (19+ 311+") 


# такъ.лалзе; въ каждой производной, 10048 преобразована, е/з@х 
войдет. общимъ иноянтелемъ, Пусть, вообще, 


Я 29 4, {»), 
гд8_${»} есть дифференциальное вырачен1е, составдеввое из$ х 


я произволныхь 20 -(к-1)-го поряаяе. Пифферениируя ‚нивемф: 


ее .2,_, вн Фи. {= зе 24, {в} 
саздовательно этот®: заковъ составлзн1я-о0щА8, БоТавляеуь 352- 
чен1я Найлензыкь пооизвоЕНЫхь БЪ 521102 уреЕзен1е.Ес% сви 

иззеть 00118 фактор» е/29%, которий въ чёжоторой степени выйдет 
обжимь множителемь изъ Фучкп1и ЕР, ВОЛЪЕСТВ1е ея ОБЛОродности; 
т.е.бущемь пыёть; 

ОПР, ,8,589 2}... {8150 
божфаная ва е9/54х, ии будемь нийть уравнев1е вила . 
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Ух, в; 31; 5*,... 0-9) =0 

йо рядокъ преобразованнаго уравнев1я на единицу ниже порядка 
давнего уравнен:я.Проинтегрировавь его, получим» виражене з. 
‘у-вайлется хвадратурой. БсЪхъ постоявныхь будет рп, 
Примвнимь. язаовенвий иетодь къ примру: 

зу"-ку" 50; 
ВВОдИМЪ НОВОе перзмзаное * 

узеГ24Х , утех,» , узок (ана), 
подставляя въ данное: 

22+2'-кв?=0 ; 
уравиен1е перваго порядка 

21557 (х-1) или 9 ани) конь 


Перензнныя разделения; ииземь : 


4 1,1 _с 
= 1 1 Зо. 
+4х(х-1)=0 , г > р о; 
находимъ 2 а 
=> 3-(х-р)2 зе ; 
полагая 
Ва? , 5-15, 
вЫФомЪ 
а 11а 
1 0: ах=/— "> 1; а + С003%.; а=/б; 
подставляя, иуЗемъ 
1. У) . 
у 7“ ог * 9". себы Я, 


56-0. 
Сазлаемъ одно зай%чан1е по поводу этого типа олнороднаго урав= 


нвен1я: покажемт, что если этому уравневук ‘удовлетворнеть какое 
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нибудь частное ойиен{е 
9=9(х), 
10 ему будеть удовлетворять и рёшен1е > 
5=С%(х), 
гд8 С-произвольное постоянное. Если мы замёнимь у черезъ 5), 
тогда у’ заизнится. черезъ Су’ и д. СУ вов Ороизводния. 
множатся на один и тотъ ке факторъ С;во по предположен1ю 
уравнен1е однородно, сл8довательно, сту умножен1я у;у";у",... 
на Свое уравнен1е уиножытеа ка С® т.е.. 
РС," бу", .......0 = СИР(х, уу", у, ...)=0 
Отеюда видно, что если уравнен1е удовлетворяется у,то эму 
удовлетворить и Су и что одно изъ произвольных» постоязнахь 
должно входить въ общй интеграль въ видф иножителя. 
Разсмотрииз еще уравнев1е олноролное относительно х,; и 
„ихъ диффереви{аловь. Заы$т имъ, что 
. а 
а: 
поэтому всякое уравнен1е 
РК, у, у", у", .... Я) =0 
мо8но разсыатривать какъ уравнен1е вида: 
Ф(х, у; 9х, Зу,Ч?у,4зу, ,..4Пу)=0 
вх дифферениталахь; наприм$ръ, если би намъ было лаво уравнев{е; 
ха у"+ уу" +950 , 
Фо, уЕнояив$ вРО на_&вадрать дифференитала 4х,т.е.4х?, найдем: 
хат у+удх.9у+2удх*=0 


Это соотвошен1е представлено въ дифферевитальной форма. Зай- 
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хенся теперь раземотр®н{еыз уравнев1я олвородраго’ отвоситель- 
во х,у,Чх,Зу,Чу,....ЧПу, при чемъ каждый аррументЪ 1-ро из- 
ибрен1я.Можно показать, что порядок такого уравнен1я молетъ 
быть понижень ва единиву.Замзтинь, что если въ уравнения х, у 
замфниыь через» Сх,Су,т0 оно удевлетвориеся?но прежнему. 4%й- 
озвительно при умножев1и хи у на С,и всё дяфферениталь полу- 
391$-0041й факторъ-С: 48 обратится въ Сах и т,д.;но, такъ какъ 
уравнен1е однородво относительно `во$х$ ‘аргушенРовф, 20 въ 
уравнен1н появится оби1й фактор СВ; ГАЁ ш-показатель олнород- 
зости, и на С® ма иожень сократить ураввен1е.Сл&довательно 
уравнен1е удовлетворится по прежнему.Привимая во вниман1е это 


зан чан!е; введемь новое перемфнное в, положивь = 


Узи. 
х 


Перем®нное и ве изнфнится, если мы совериинь предвествурвую 


заыбну, такъ какъ 


Если ин введемь и вибсто х,то новое уравнен1е будетъ обладать 
такиыъ свойствомъ: оно допускаетъ заывну у зерезъ Су, при ченъ 
и сохоаняеыъ безъ. изыфнен]я.Та&имь свойствомь обладать, какъ 
ин ВИдёли, одворолния уравнея1я, и Это Свойство типическое для 
однородныхь уравнен1й.Слловательно преобразованиое усавнен1е 
однородное. . 
в его порядоЕъ можно понизить на эдивицу.Мн можеиъ дать и ту 
подстановку, которая прямо приведеть насъ #ъ пфла.Иыевноо- 
лагаемъ 

1268, узе8и ; 
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тогда 

дх=о24в , уе? (идя + 40) 5 Ч?у=е (ода? +а и а+а аа о) 
БоБду ®? будэтъ общииь множителемь, Бставинь ни ы 
аан30е уравнен1е; её вийдеть общимъ Закросомь и ва него сох- 
ратимъ уравзев1е, Цолучинъ дифферезшальное уравнен1е нехду 
ц и 2, не содержащее перемённаго 2.Мы приходимь таким обфа- 
зомъ, къ виду уравненя уже разобраннаго, а такое. уравнен1е! = 
как иавйство, допускает понинен!е порялка.Обраваемся вЪ при- 
УВру, вОторый оаньше иизли: 

ху" уу! +20; 

полагаен: 


х=ей ‘; Чхзе 42 ; узией ; дузеё (ааа +40); 


_ ЧУ _ Зи. не Ча, 94 2 
дк аа Я У аь де 9 


Вотавлаень Въ данное уравнез1е эти ззазез1я › 
вт риним чешки )+аеу-0 . 
бокращазиъ 50% усавнзз1е 32 22; 
ие о' ани" + 0242020 
Полузили уревзенйз 2-го порндка. 31 не входитъ незевисиисе 
перев нное.Поряловъ такого уравневя, ванъ мы эназиь, зозетъ 


бить понизенъ на ваинипу.йля этого полагаенъ 


и уравчевёа абиметь видъ: 
32 _ м 

р +0 + и + и? + 46 55 
32а ^ 

Это-уозвнене 1-Р0 порядиЕ отлосттельво с.изогда вриводнг: 
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ЕЪ ЦЕЛИ В Такая полотановка дол%е обцаго характера 


х25? , уз. ; 
тогда 
уе (8-15 (пи ‚38 ),.... 
3 
&сли уравнгв1® олнородно. когла ны считаемъ д 1-го изыфрен1я 
уа 29, у"-(а-1)-го иззфен1я и т,д.,20 при водстановкв 2 
сохоапается, и ин получаент уоавнен!е, не содержааее независи- 


него переыеннаго 
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